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LEGONS SUR LES FONCTIONS 


DEFPINIES PAR 


LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 


DU PREMIER ORDRE. 


INTRODUCTION. 


Je me propose de consacrer ces lecons a l'étude des équations 
différentielles du premier ordre. Je ne traiterai, d’ailleurs, de ce 
vaste sujet que quelques points particuliers, considérant principa- 
lement des équations de la forme 


ae PET er) 


——— Pet polynomes en & et 
dx Or) Q poly : y) 


et plus spécialement Péquation 


dy ; 
re Ajg t+ Airy + Agy?+ Asy2=o, 


ott les A sont des polynomes en 2. 

Peut-étre n’est-il pas inutile, au seuil de cette étude, d’en 
caractériser briévement l’objet et le point de vue. 

Il y a entre la théorie des équations différentielles et la théorie 
générale des fonctions une étroite parenté. Sans doute la seconde 
définit arbitrairement les classes de transcendantes qu’elle consi- 
dére, tandis que la premiere étudie des types de fonctions qui lui 
sont imposés du dehors. I] n’en est pas moins vrai que les deux 
théories sont connexes, et qu’a toute évolution de Pune doit cor- 
respondre une semblable évolution de lautre. 

Or, chacun sait que depuis une vingtaine d’années la théorie 
des fonctions a éprouvé une compléte rénovation. 
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L’étude des fonctions analytiques était pour Weierstrass une 
étude locale. Il s’agissait de représenter une fonction et d’en 
reconnaitre les propriétés au yoisinage immédiat d’un point donné. 
D’ot le role privilégié attribué aux développements convergeant 
dans un cercle ou dans une couronne décrite autour d’un point. 
Pour l’école de Weierstrass, définir une fonction, c’est en somme 
se donner une série de Taylor, puisque aussi bien de cette série 
on peut ¢héoriquement, par la méthode du prolongement analy- 
tique, déduire la valeur de la fonction en tout point ou elle est 
définie ('). 

Les méthodes des fondateurs de la théorie des fonctions ont 
longtemps prévalu. Puis la fécondité s’en ralentit. De fait, en cher- 
chant a déduire les propriétés d’une fonction de son développe- 
ment en série de Taylor, on se heurtait a des difficultés inextri- 
cables. M. Hadamard n’en triompha compléetement que dans des 
cas particuliers, cas ot l'on ne rencontre que des singularités 
polaires sur le cercle de convergence de la série (?). 

Ainsi arrétée dans ses progres, la théorie des fonctions chercha 
des voies nouvelles. Cessant de se confondre avec |’étude des sé- 
ries de Taylor, elle adopta de nouveaux modes de représentation 
des transcendantes : développements en produits infinis (déja 
considérés par Weierstrass), développements en séries de poly- 
nomes, développements en séries divergentes sommables, déve- 
loppements convergeant dans une étoile de Mittag-Leffler. Grace 
a ces développements, les transcendantes n’étaient plus définies au 
voisinage exclusif d’un point, mais dans des régions de plus en 
plus étendues. 

En méme temps les analystes portaient leur attention sur cer- 
laines propriétés générales des fonctions qui ne dépendent pas de 
la forme de représentation choisie. Une telle propriété est le mode 
de croissance dont l'étude systématique, inaugurée par M. Borel, 
promet d’étre fructueuse. Du méme ordre sont les lois, objets de 


(") Cf. Hapamarp, Essai sur l’étude des fonctions données par leur 
développement de Taylor : « On peut done dire que se donner une fonc- 
tion analytique non singuliére au point a, c’est se donner une suite de 
coefficients @,, a,,..., @,, tels que la série La, xv” ne soit pas toujours diver- 
gente. » 


(*) Votr les Lecons sur les fonctions méromorphes de M. Borel, Chap. IL. 
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travaux tout récents, qui limitent le nombre des zéros présentés 
par une fonction analytique dans un domaine donné. 

La théorie des fonctions, depuis qu'elle s’est écartée de la route 
trop droite tracée par Weierstrass, a sans doute quelque peu vaga- 
bondé. Elle n’en a pas moins franchi une étape importante : de 
locale qu'elle était, elle est devenue intégrale. 

Quel fut, pendant ce temps, le chemin parcouru par la théorie 
des équations diflérentielles? 

Comme I’étude des fonctions analyuques, étude des équations 
différentielles fut en principe une étude locale. Il s’agissait, étant 
donnée une équation dilférentielle : 1° de reconnaitre s’il existe 
des intégrales de cette équation satisfaisant 4 des conditions ini- 
tiales données; 2° de représenter ces intégrales par des développe- 
ments en séries convergeant au voisinage des conditions initiales. 

Le probléme fut résolu par Cauchy dans le cas ot le second 
membre de |’équation 
o i ple) 
est, au voisinage des valeurs initiales 2), 7), une fonction holo- 
morphe de x et y ou linverse d’une fonction holomorphe. En ce 
cas, |’équation (1) admet une et une seule intégrale égale a 7) pour 
2=2X,: cette intégrale est développable en série de Taylor par 
rapport aux puissances croissantes de 2 — x, ou d’une puissance 
fractionnaire de + — Zo. 

Ce premier résultat acquis, les analystes se préoccupérent de 
Pétendre en toute rigueur aux systémes comprenant plusieurs 
équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles. 
Puis ils passérent a l’examen des cas ot: la méthode de Cauchy se 
trouve en défaut. Qu’arrive-t-il, par exemple, si, pour z= 2», 
¥ =o, le second membre de l’équation (1) se présente sous une 
forme indéterminée telle que -? Ce nouveau probléme, posé par 


Briot et Bouquet, a été étudié d’un point de vue qui rappelle fort 
le point de vue de Cauchy et de Weierstrass. On s’est demandé si, 
5 \ Oo . . 

n f(x = -, l’équation (1 osséde des intégrales 
au cas ou f(%o, Yo) = => Véq EPO E grales 
égales 4 y) pour = 2%; lorsque de telles intégrales existent, 
on a cherché (') a les représenter par des séries de puissances de 


(1) Nous reviendrons sur ces questions au Chapitre IV. 
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une ou de deux variables (par exemple, puissances de wv et de x, 
} étant une constante; ou puissances de x et de logx). Le pro- 
bléme ainsi posé, déja restrictif puisqu’il n’envisageait les inté- 
erales qu’au voisinage immédiat des conditions initiales, ce pro- 
bléme se particularisa encore, et l’énoncé en fut précisé en ces 
termes : reconnaitre s'il existe des intégrales qui tendent vers “9 
lorsque la variable x tend vers 29 le long d’un chemin conyena- 
blement choisi. Qu’adviendrait-il si xz déviait légerement du 
chemin dont l’énoncé précédent suppose l’existence? Crest la une 
question qu’on ne s’est guére posée jusqu’ici et que cependant il 
importerait fort d’élucider. 

Lorsque la valeur initiale 2) est un point singuher essentiel de 
l’équation (1), les méthodes de Briot et Bouquet et de leurs succes- 
seurs ne sont plus applicables. Que faire alors? Le point d’inter- 
rogation subsiste si nous consultons le Traité le plus complet qui 
ait élé publié récemment sur les équations différentielles, celui de 
M. Forsyth. Nous y lisons (') que l’on ne saurait presque rien dire 
a V’heure actuelle des intégrales de ’équation (1) « au voisinage 
immédiat d'une singularité essentielle », parce qu’on ne connait 
pas de développement en série permettant de représenter une 
fonction autour d'une telle singularité (le développement de Lau- 
rent ne serait utlisable que si la fonction était uniforme au voisi- 


nage du point singulier). M. Forsyth s’arréte donc la. Mais — la 
question nous vient naturellement a Vesprit — si M. Forsyth est 


arrété, ne serail-ce pas parce qu’il est resté trop fidéle au point de 
vue local de Cauchy? S’il ne s’était pas astreint a considérer les 
intégrales au « voisinage (mmédiat » des conditions initiales, 
n’aurait-il pas pu poursuivre ses recherches? Supposons, pour 
prendre une comparaison, que l’on me demande d’étudier une 
fonction entire au voisinage immédiat de l’infini par la méthode 
des développements en séries : je serai impuissant; au contraire, 
st j’élargis mon champ d’exploration, je puis étudier la condensa- 
tion et la distribution des zéros de la fonction dans des cercles de 
plus en plus grands décrits autour de l’origine, ce qui est A pro- 
prement parler faire l’étude de la singularité transcendante située 
a Vinfini. Ne pourrait-on pas attaquer par une méthode analogue 
les singularités transcendantes des équations différentielles? 


(') Theory of differential equations, Part II, p. 209. 
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Ces réflexions nous aménent a nous demander si la théorie des 
équations différentielles n’est pas en retard sur la théorie des 
fonctions, si elle a suffisamment suivi l’évolution de cette der- 
niere. 

Ce n’est pas que la théorie des équations diiférentielles n’ait, 
elle aussi, depuis une vingtaine d’années, enrichi son point de vue : 
certaines de ses parties se sont, en effet, développées de la maniére 
la plus heureuse. [L/impulsion fut donnée par |’étude des équations 
linéaires, étude qui fut étendue a tout le champ de la variable com- 
plexe et qui conduisit 4 la découverte de nouvelles familles de 
transcendantes. Une série de recherches fut également entreprise 
sur la forme des courbes intégrales réelles, considérées dans leur 
ensemble et non plus seulement au voisinage d’un point. 

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, les pro- 
grés accomplis furent dus, pour une large part, aux travaux et 
a ’enseignement de M. Painlevé. 

M. Painlevé abandonne résolument le point de vue local de 
Cauchy. On sait, dit-il, étudier les intégrales d’une équation 
dordre queleonque au voisinage de la valeur initiale xy. « Mais ('), 
lorsque x s’éloigne de xz, pour varier d’une facon quelconque dans 
son plan, comment se comporte la solution? » 

En posant cette question, que nombre d’analystes auraient sans 
doute écartée a priori a cause de sa trop grande généralité, 
M. Painlevé fut conduit a des résultats remarquables, dont le plus 
saillant est la découverte d’une nouvelle classe de fonctions en- 
tiéres, solutions d'une équation du troisiéme ordre. 

Mais bornons-nous a l’équation 


dy ea Pie) 


(2) dz Q(x.y)’ 


dont le second membre est une fonction rationnelle de y, algé- 
brique de x. Nous résumerons au Chapitre I les recherches effec- 
tuées par M. Painlevé sur cette équation. Il nous suffira, pour 
instant, de rappeler les principales conclusions qui en ressortent. 

Les points singuliers transcendants (s’il en existe) des inté- 


= 


(1) Lecons sur la théorie analytique des équations differentielles, professées 
a Stockholm, Introduction. 
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erales de l’équation (2) sont les mémes pour toutes ces intégrales 
(c’est-a-dire indépendants de la valeur initiale yp que prend au 
point initial 2) Pune quelconque des intégrales). La situation de 
ces points, que M. Painlevé appelle points singuliers fixes, sera 
connue si l’on connait les coefficients des puissances de y dans la 


‘ , Pp ; ‘ f 
fraction oe Il est alors naturel de se demander s’il existe des équa- 


tions (2) dont les intégrales ne présentent pas d’autres points 
singuliers que les points singuliers fixes ainsi déterminés. M. Pain- 
levé démontre que seule l’équation de Riccat 


t Avy i Aa y? 


est dans ce cas. En particulier, l’équation de Riccati est la seule 
équation (2) dont toutes les intégrales puissent étre des fonctions 
uniformes de z. 

Ce dernier théoréme nous apprend que, si nous nous proposons 
d’étudier les intégrales d’une équation (2) quine soit pas une équa- 
tion de Riccati, nous aurons affaire 4 des fonctions multiformes. 
Mais ne pouvons-nous espérer que ces fonctions n’auront qu’un 
nombre limité de branches, je veux dire qu’a une valeur quel- 
conque de # ne correspondront qu’un nombre fini () de déter- 
minations de y? M. Painlevé répond encore a cette question : 


Si les intégrales d'une équation (2) sont des fonctions 
an branches, léquation (2) se raménera a une équation de 
Riccati par un changement de variable rationnel. On saura 
tougours reconnaitre, au moyen d’un nombre fini d’opérations 
algébriques, si le changement de variable est ou n’est pas pos- 


sible. 


Tel est Pétat ot se trouve, a la suite des avaux de M. Painlevé, 
étude de Péquation rationnelle (2) : 1° &@ part un petit nombre 
d’équations qui se laissent ramener a UVéquation de Riccati, 
les équations (2) définissent des fonctions multiformes possé- 
dant un nombre infint de branches; 2° sur la nature de ces 
fonctions multiformes, nous ne possédons, pour ainsi dire, 
aucune indication positive. Nos connaissances a cet égard se 
réduisent aux propositions, d’un caractére purement local, qui 
ont trait aux points singuliers de Briot et Bouquet. 
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Cette double constatation ouvre devant nous un vaste champ de 
recherches. Comment explorer ce champ? Si les réflexions que 
nous avons faites plus haut sont justes, il conviendra de s’inspirer 
largement des yues nouvelles récemment introduites dans la théorie 
des fonctions. 
On pourra commencer par partculariser le probleme et se pro- 
poser, par exemple, d’étudier les intégrales de P?équation 
dy 


@) ee 


Ag+ Ary + Asy?+ Agy=o, 


ot les A sont des polynomes en z. 

Les intégrales de (3) présentent, en général, une infinité de dé- 
terminations et une infinité de points singuliers. Nous ne saurons 
done pas, d’ordinaire, former une expression analytique qui repré- 
sente ces foncuions pour toutes les valeurs de la variable. Nous 
pourrions alors chercher a les représenter dans des régions de plus 
en plus étendues. Mais d’autres recherches devront étre entre- 
prises auparavant dont le type sera fourni par la théorie des 
fonctions entiéres. 

Nous nous demanderons quel est le mode de croissance, l’allure 
d@une branche d’intégrale lorsque 2 s’approche d’un point singu- 
lier transcendant. 

Nous étudierons, autour des valeurs limites, la condensation 
des points singuliers ou des déterminations des intégrales. 

D’une maniéere générale, nous examinerons le mécanisme des 
permutations qui échangent entre elles les diverses branches de 
ces intégrales. 

On le voit, ce ne sont pas les questions a traiter qui font défaut. 
Reste a savoir dans quelle mesure ces questions sont solubles. 
C'est ce dont je voudrais que nous cherchions a nous rendre 
compte au cours de ces lecons. Je me garderai d’entreprendre 
une classification et une discussion completes. Je m’arréterai prin- 
cipalement sur les types les plus simples d’équations (2), et je me 
demanderai quelles méthodes il serait bien possible d’imaginer 
pour les étudier, quels résultats on pourrait attendre de ces mé- 
thodes. Peut-étre réussirai-je ainsi, sinon a résoudre le probléme 
dont je viens d’esquisser l’énoncé, du moins a en montrer l’in- 


térét. 


SSS 


CHAPITRE I. 


NOTIONS FONDAMENTALES. 


I. — Points ou le théoréme de Cauchy nest pas applicable. 


J’ai_ fait allusion aux propositions capitales démontrées par 
M. Painlevé relativement a l’équation 


P(a,y) 


ayn = 
(1) ae 1 RO ae 


ax a 
ot. P et Q sont des polynomes en y. C'est sur ces propositions 
que nous fixerons tout d’abord notre attenton. Mais, au préa- 
lable, il nous faut dire quelques mots du théoréme de Cauchy et 
des points ou il cesse d’étre applicable. 

Soit Zo, % un systéme de valeurs au voisinage duquel le coeffi- 
cient différentiel f(z, y) est holomorphe. L’existence d’une inté- 
grale holomorphe unique, égale a vy pour 7 = 2, est établie par 
le théoreme de Cauchy, que nous énoncerons en ces termes (') : 


Soit f(z, vy) holomorphe dans le domaine |x — 2xo|Sr, 
ly —yo|Se. Ll existe une fonction de x satisfaisant a l’ équa- 
tion différentielle (1), égale a yy pour £= xX, et holomorphe 
autour de x) dans un cercle de rayon au moins égal (7) a 


walls 
Pie Arie 


Soit, d’autre part, L un chemin quelconque, de longueur finie 
ou infinie, convergeant vers 2» (c’est-a-dire satisfaisant a la con- 
dition suivante : quelque petit que soit «, il existe sur L un point 2, 


(1) Voir, par exemple, Picarp, Traite d’ Analyse, t. Il, Chap. XI. 
(*) La valeur exacte du rayon de convergence serait une valeur plus élevée. 
Cf. le Traité d’Analyse de M. Picard, t. II, Chap. XI. 
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tel que, 4 partir de 2,, le chemin L ne sorte plus du cercle de 
centre wv» et de rayon ¢c). Imaginons qwil existe une fonction de x 
qui salisfasse a ’équation différentielle (1) et qui, lorsque z tend 
vers £9 sur le chemin L, tende vers la valeur 7. Cette fonction 
ne saurait étre distincte de Vintégrale holomorphe définie 
dans la premiere partie du théoréme ("). 


Du théoréme de Cauchy on peut déduire le corollaire suivant : 


St f(x, y) est holomorphe au voisinage de x = 2%), y =JYo) 
Vintégrale y =o(x, y), Ly), qui prend en x\, lavaleur y}, est 
une fonction holomorphe des trois variables x, y\\, £2, pour x 
et x, voisins de x, et), voisin de yy. 


En etlet, lorsque 2%, 7 sont situés dans un certain domaine fini 
autour de 2, %o, f(x, y¥) est développable par rapport aux puis- 
sances de (2 — x), (v —.)), les coefficients étant des fonctions 
holomorphes de x, et 9). D’autre part, lintégrale y est dévelop- 
pable (au voisinage de z= 2z,) par rapport aux puissances de 
(a —.«x,) et les coefficients du développement sont (d’aprés le 
théoréme de Cauchy) des fonctions rationnelles des coefficients 
de f(z, v). On en conclut (*) que lintégrale y est fonction holo- 
morphe des trois variables (x — 2',), 2), 7): 


Le théoréme de Cauchy est en défaut lorsque la fonction f(x, y) 
de x et y présente une singularité pour =2), y= V7». Les 
points 2») ot il en est ainsi se répartissent entre plusieurs catégo- 
ries. 


Premiére catégorie. — Supposons dabord que Q(2», %o) 
sannule en x, pour une valeur tsolée de yy, P et Q étant holo- 


(1) Sur cetle forme de I’énoncé du théovéme de Cauchy, et sur le corollaire 
qui suit, voir, en particulier, les Lecons de Stockholm de M. Painlevé, p. 18. 

(2) Je m’appuie sur la proposition suivante que l’on déduit des propriétés des 
fonctions de deux variables (consulter, par exemple, Picarn, Traité d’ Analyse, 
t. II, chap. IX). Soit une fonction de deux variables, g(a, p.), développable 
sous la forme g(z, ») = Zg;(u)z', les coefficients g; étant des fonctions holo- 
morphes de p pour | uj} <7, et le développement convergeant absolument pour 
|pl<-t,|av|<r: g est une fonction holomorphe des deux variables x et 
pour Nae |\ <7, | |= 
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morphes au voisinage de xo, Vo, et P (20, Yo) etant different 


de zéro. 


Pour étudier ce cas, bien connu, on considére l’équation (1) 
sous la forme 


da Olay re an, 

(2) dy P(x, y) (#7) 
Le coefficient différenticl de Péquation (2) est holomorphe au 
voisinage de 29, - D’ailleurs, puisque Q (2, y) admet Vy comme 


zéro isolé, le développement de contient des termes indé- 


1 
pendants de z — 2», que l’on peut ordonner par rapport aux puls- 
sances croissantes de y — yo. Soit m le degré du premier de ces 
termes. Le théoréme de Cauchy montre que I’équation (2) admet 
une et une seule intégrale égale A x» pour y = Yo, intégrale qui 
est holomorphe et développable sous la forme 


eL=X+ ay(¥ — Io)" + aly — fom. ee 


On en conclut que l’équation (1) admet une et une seule inté- 

erale égale a 7» pour # = Xp, et que cette intégrale est dévelop- 

1 
pable autour de x) par rapport aux puissances de (a2 — ag yet : 
le point 29 est donc pour elle un potnt critique algébrique au- 
tour duquel se permutent m +1 déterminations. 

Nous dirons que lintégrale y ainsi définie est algébroide (') 
au voisinage de zo. Nous signifions par la qu’autour de x» cette 
intégrale se comporte comme une fonction algébrique. 

Prenons maintenant des conditions initiales 2, y) voisines de 
Lo, Yo. Je dis que l’intégrale y = o(x, yy, %)) qui est égale a 
Yo en x, estune fonction algébroide des trots variables x, y\,, x", 
pour x et x, voisins de xo, yi, voisin de yo. 

Dot, en effet (2), 


(*) On dit qu’une fonction est algébroide dans une région R si elle est repré- 
sentable, dans cette région, par une relation de la forme IN (ep 97 == 105) ie etant 
un polynome en y et une fonction de a holomorphe dans la région R. 

(*) Cf. les Lecons de Stockholm de M. Painlevé, p. 34-35. 
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cette derniére égalité étant identiquement satisfaite (au 
point 2) pour toute valeur de yo. En d'autres termes, soit Lo 
un pole de GES) quel que soit y. 

Q(z, ve) 

Dans ces conditions, le coefficient différentiel de l’équation (2) 
ne content pas de terme indépendant de x — x»; Vintégrale holo- 
morphe de (2) se réduit 4 2 = 2p, et le raisonnement qui nous a 
servi tout a l’heure est inapplicable. 

Des exemples simples montrent qu’un point 7» de la deuxiéme 
calégorie peut étre point singulier transcendant pour les intégrales 
de l’équation (1). 

Ainsi |’équation 


a pour intégrale générale y = Cz*. Or, si A est un nombre com- 
plexe ou irrationnel, cette intégrale admet une infinité de déter- 
minations qui se permutent autour de lorigine et different entre 
elles par des multiples de e?'*4, 

Pareillement, l’équation 


dy _a+y 
da a 


admet Vintégrale générale 
1 


y+a=Ce *, 


pour laquelle l’origine est un point transcendant. 


Troisiéme catégorie. — Supposons que Von att, pour une 
ou plusieurs valeurs isolées (') de vo, 


1Pa((aahy Yo) = Q(xo, Yo) —10;5 
Pet Q étant holomorphes au votsinage de xo, Vo. 


Le coefficient différentiel se présente alors, pour 7 =2%), y=0, 


(*) Si ces valeurs n’étaient pas isolées, les égalités P(x), ¥)) =Q( a, %) =0 
devraient étre identiquement vérifiées (au point 2) quel que soit y,. Chacun 
des polynomes P et Q admettrait alors comme facteur une certaine puissance de 
(— x), et, en éliminant le facteur commun a ces polynomes, on serait ramené 
a Pun des cas déja éludiés. 
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2 Ds : , Se fOr : 
sous la forme indéterminée -- En ce cas encore, le poml vo peut 
oO 


étre pomt singuher transcendant pour les intégrales de l’équa- 
tion (1). Ainsi nous verrons plus loin (Chap. IL, p. 67) que Vori- 
gine est un point transcendant pour Vintégrale générale de Péqua- 


tion 
dy 2+ Ba 
dx 936 


Remarquons en passant que, si l’on se donne une équation (1) 
algébrique en .c, on saura toujours déterminer algébriquement les 
points singuliers de la troisiéme catégorie que peuvent présenter 
ses intégrales : ce sont les racines xy du systéme d’équations simul- 
paces ry 30,0 (4, y= 0. 


Quatriéme catégorie. — Supposons maintenant que l’une au 
moins des fonctions P et Q ne sort pas holomorphe au voisinage 
de Xo, Vo. Pet Q étant des polynomes en y, il faut, pour que cette 
circonstance se présente, que 2, soit point singulier d’un coef- 
fictent au moins des polynomes P et Q. 

Lorsque 2, est un point critique algébrique pour les coefficients 
de P et Q, ces coefficients sont, au voisinage de z= 2, des fonc- 
tions holomorphes d’une puissance fractionnaire de 2 — x. Le 
changement de variable z — z,= 2”, ot m est un enter positif, 
nous raméne alors a lun des cas précédemment examinés. 

Lorsque zo est un point singulier transcendant des polynomes 
P, Q, il est clair que les intégrales de ?équation (1) admettent en 


général 2) comme point transcendant. 


Les points 2, ou, pour certaines valeurs (finies) de jy, le théo- 
reme de Cauchy cesse d’étre applicable appartiennent nécessaire- 
ment a Vune des quatre catégories qui viennent d’étre énumérées. 
Entre ces points il y a lieu de faire une distinction. 

Nous remarquons que les points de la premiére catégorie (sil en 
existe) sont des points arbitraires. En effet, s’il existe des points 
de la premiére catégorie, Q(2», 7%») dépend, par définition, de yo 
et sannule par suite, quel que soit 2), pour une ou plusieurs 
valeurs de yy. Il y a done toujours une ou plusieurs intégrales de 
Péquation (1) qui admettent comme point de la premiere catégorie 
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un point 2, quelconque. Pour exprimer ce fait, M. Painlevé dé- 
nomme les points singuliers de la premiére catégorie points cri- 
tiques mobiles de V’équation (1). Ce sont toujours, nous l’avons vu, 
des points critiques algébriques. 

Au contraire, les points singuliers de la deuxiéme, de la troi- 
siéme et de la quatriéme catégorie sont des points, en général (‘), 
isolés, dont la situation ne dépend pas de la valeur choisie pour 7, 
mais seulement des coefficients des polynomes en vy, P et Q. On 
les appelle, pour cette raison, points singuliers fixes (cf. p. 9). 
Ce sont, en général, des points transcendants. Notons de plus que, 
si P et Q sont des fonctions algébriques de a, le nombre des points 


singuliers fixes est nécessairement fini. 


Cinquiéme catégorie. — Nous avons supposé jusqu ici que Vo 
avait une valeur finie. Pour étre complets (7), nous devons encore 
examiner /a ou les intégrales de Véquation (1) dont la valeur 
est infinie au point x,. Ces intégrales admettent-elles 2) comme 
point singulier, et de quelle nature? 


L’équation (1) se 


al- 


Faisons le changement de variable y = 


transforme en une équation de méme forme 


(3) dz _ Pilz, as 
dx Qi(2, 4) 
P, et Q, étant des polynomes par rapport a z. Sur l’équation (3) 
nous pourrons répéter la discussion faite tout a Vheure sur l’équa- 
tion (1), les valeurs initiales 4 considérer étant x= 2%), s=0. 
L’intégrale z de (3) qui s’annule en x, peut étre une fonction 
holomorphe de x au yoisinage de x). Son inverse admet alors x9 
comme péle. Les poles sont, pour les intégrales de l’équation (1), 
des points singuliers mobiles. 
Liintégrale z peut également étre algébroide au voisinage de x, : 


(*) Ces points sont isolés si les singularités des coefficients de P et Q sont 
elles-mémes isolées. 

, : : : : Na eee: ieee : 

(7) Nous continuons a supposer que x, a une yaleur finie. Si x, était infini, 


on transformerait l’équation en opérant le changement de variable 7 = 


. 


onl 
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son inverse y admet alors x, comme point critique algébrique 
(mobile) ('). 

Enfin Pintégrale z, et par suite son inverse )’, peuvent admettre x4 
comme point singulier transcendant (fixe). 


Remarquons que les points singuliers des coefficients de P,, Q, 
et Jes points qui sont des pdles de 7 quel que soit 3, ne different 
pas des points singuliers de P, Q, et des points qui sont des pdles de 
0 pour y quelconque. Comme points singuliers fixes des intégrales 


de (3) qui n’aient pas déja été décelés par étude de P’équation (1), 
nous n’obtenons done que les points (sil en existe) of Yona a 
la fois 

Gane) == 0% OTCa os OF = 0- 


Ces points constituent une cinguiéme catégorie de singularités 
pour les intégrales de ]’équation (1). 


our clore cette discussion, nous en dégagerons en ces termes 
sg lore cette d ) dégag terme 
a conclusion : Appelons €,, &:, ... les points singuliers fixes 
| | A ppel ee, les point eul fi de 
équauion (1). Ce sont les points des catégories deuxiéme, troi- 
Péquat ho tl ts d tég d A Tro 
siéme, quatriéme et cinquiéme, que nous déduisons directement des 
coefficients de P et Q. Si l’on considére un point quelconque 7, 
distinct des points &, lintégrale qui est égale ay) ou a Vinfini 
pour x=, est unique. Pour cette intégrale, 2) est un point 
holomorphisme, un pdéle ou un point criigu ébrique. 
Whol I ; dle o point critique algébrique 


ll. — Theéeoréme de M. Painlevé. 


Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue 
local des fondateurs de l’Analyse moderne : je me suis donné a 
priori des conditions initiales Zo, 79, et j'ai considéré au voisinage 


(‘) Les corollaires des pages 9 et 10 s’étendent a ces deux cas : l’intégrale 
y= o(2, 7), xv), qui est égale ay) en x), est une fonction meromorphe ou 
algébroide des trois variables x, y\, 2) pour x et x voisins de x, y\ voisin 
de Vinfini. 
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de xz, la ou les intégrales de ’équation (1) que définissent ces 
conditions. Je vais maintenant me poser, avec M. Painlevé, une 
question plus générale. Etant donnée une intégrale Y de l’équa- 
tion (1), définie par la valeur C qu’elle prend en un certain point 
fixe X,, que devient cette intégrale lorsque « décrita parur de Xo 
un chemin L quelconque ? 

Considérons un point x» du chemin L. Si x, coincide avec Pun 
des points (') singuliers fixes E,, $2, --- que nous avons définis 
plus haut, a sera en général une singularité transcendante des 
intégrales de (1). Si 2) ne coincide pas avec un point E. nous de- 
vrons enyisager lés deux hypothéses suivantes : 

1° Lorsque x tend vers 2) sur le chemin L, Y tend vers une 
valeur déterminée yo, finie ou infinie; 

2° Lorsque x tend vers x, sur le chemin L, Y ne tend vers 
aucune limite. 

Dans le premier cas, les théorémes du paragraphe précédent 
nous apprendront que 2, est pour lintégrale Y un point d’holo- 
morphisme, un pole ou un point critique algébrique. Dans le 
second cas, ces théorémes seront inapplicables. 

Les analystes restés fidéles au point de vue de Cauchy avaient 
implicitement admis que le premier cas seul peut se présenter. 
C’était la, notons-le, un postulat gratuit (7): cariln’y a @ prioré 
aucune raison de supposer que «, nest pas point d’indétermination 
pour lintégrale Y. M. Painlevé, le premier, tira la question au 
clair et il démontra que, si 2%» est distinct des points , Y tend 
nécessairement vers une valeur déterminée lorsque x tend vers 
Zo sur le chemin L. 


Voici comment nous établirons cette proposition. Marquons 


dans le plan y les différentes racines y,, ..., vu de l’équation 
Q(x, ye) tous 


Puisque x, n’est pas point singulier pour Q et P, nous pouvons 


décrire autour des points y,, ..., vy des contours d’ailleurs arbi- 


(+) Nous nous bornons au cas ot les points (€) sont des points isolés. 


(*) De fait, ce postulat ne serait pas exact si Véquation différentielle étudiée 
était d’un ordre supérieur au premier. 
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trairement petits y,, ..., yy tels que les racines y de Péquation 
OC = 0 


solent intérieures a ces contours tant que |x — x | est plus petit 
; : ee cies 

qu’un certain nombre o; de plus il existe un nombre fini H tel que 
> . : , 
Von ait, pour y situé sur le contour dune courbe y (et pour 
| to Xo| << ©), 

Pian aa) 
(4) poe 


ho Seid Oe FF 
1Q(@ ¥) 


= 


Tracons encore dans le plan Y un cercle [', de rayon trés grand, 
ayant lorigine pour centre. On peut déterminer H de maniére que 
Vinégalité (4) reste satisfaite (pour |2— 2)|<) lorsque y est 
intérieur au cercle I et extérieur a tous les cercles y. 

Cela posé, admettons que Y, déterminé entre X et x, sur le 
chemin L, devienne indéterminé en xy. Je dis que cette hypothése 
conduit a une contradiction. En effet, si Vintégrale Y ne tend 
(quand x tend vers z,) ni vers Vinfini, ni vers une racine de 
Q (2, 9’), il existe nécessairement sur L des points x arbitraire- 
ment rapprochés de x, ot Y est extérieur aux y, intérieur a [ et 
satisfait par suite a l’inégalité (4). Or on sait qu’autour de tout 


point 2 ot HE et Y sont finis, Y est holomorphe et développable 


Q 


dans un cercle ¢ de rayon fini. Lors donc que z passe par la série 


des valeurs qui convergent vers Z, le rayon du cercle ¢ tend 
vers une limite non nulle: en sorte qu’a la limite x, est intérieur 
ac, ce qui prouve que Y est holomorphe au point zp. Ce résultat 
étant contraire a Vhypothése faite, cette derniére est a rejeter, et le 
théoréme est démontré. 

En nous appuyant sur le théoréme de M. Painlevé, nous pourrons 
préciser en ces termes la conclusion du paragraphe précédent : 


En dehors des points singuliers fixes (§), une intégrale quel- 
conque de l’équation (1) wa pas d’ autres singularités que des 
poles ou des points critiques algébriques. 


Appliquons, par exemple, ce résultat a Péquation 


(5) + Ag tAyy + Ag y?o As v3 = 0, 
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oti les A sont des polynomes en x. Soit 2) un point quelconque : 
toute intégrale finie y est holomorphe; mais Vintégrale qui est 
infinie en 2, admel ce point comme point critique autour duquel 
se permutent deux déterminations. Quelles sont, d’autre part, les 
singularités non algébriques de l’équation (5)? Ce ne peuvent étre, 
d’aprés le théoréme de M. Painlevé, que les points fixes apparte- 
nant aux diverses catégories énumérées au dernier paragraphe. Or, 


é ny ae ep , 
puisque le dénominateur du coefficient différentiel ra) se réduit 1c 
a l’unité, il n’y a pas de points des catégories deuxiéme, troisiéme et 
quatrieme. Reste a considérer les points singuliers des coeffi- 
cients A (il n’y ena qu’un: /’infini) et les points obtenus en 
annulant le numérateur et le dénominateur de |’équation trans- 


formée 


ces points sont les zéros du polynome Aj3. 


Le théoréme de M. Painlevé permet de démontrer directe- 
ment que la seule équation (1) dont les intégrales n’admettent 
pas de points critiques mobiles est l’équation de Riccati. 

En effet, pour que les intégrales n’aient pas de points (critiques 
algébriques) de la premiere catégorie, il faut que Q(z, y) soit 
indépendant de v. L’équation (1) doit donc étre de la forme 

dy 


ee le(Gay Gv) (P polynome en y). 


Faisons, d’autre part, y= 2~'. Afin que, dans ’équation trans- 
formée 

dz r 

ae =—=2P(a, +)» 


le coefficient différentiel ne soit pas infini lorsque z= 0, il faut 

I o-} nes z x . ds 
que le polynome P soit de degré 2 au plus par rapport a y. L’é- 
quation (1) se réduit alors a Péquation de Riccati 


dy 
(6) or =Ayt+tAiry+Acy?. 


Plus particuliérement, si l’on se proposait de déterminer toutes 
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les équations (1) dont les intégrales sont uniformes, la question 
reviendrait 4 trouver dans quels cas Péquation de Riccati (6) a 
pour intégrales des fonctions uniformes. 

Cette question, dont la solution compléte nous échappe encore, 
a été Pobjet de nombreux travaux qui relévent de la théorie des 
équations linéaires. On sait, en effet, que le changement de va- 
riable 


transforme Péquation de Riccati (6) en une équation linéaire du 


second ordre 
e = A,2'— A, Agoz. 


Il. — Intégrales a n branches. 


D’aprés le paragraphe précédent, toute équation (1) qui n’est 
pas une équation de Riccati a pour intégrale générale une fonc- 
tion multiforme. Il y a heu de se demander si cette fonction mul- 
tiforme peut, dans certains cas, n’avyoir qu’un nombre fini de 
branches. Plus précisément, nous allons rechercher avec M. Pain- 
levé quelles sont les équations (1) algébriques en z dont les inté- 
grales (exception faite peut-étre pour un ensemble dénombrable 
Vintégrales exceptionnelles) n’acquiérent qu'un nombre donné n 
de branches lorsque z se meut d'une facon quelconque sans tra- 
verser les points critiques fixes. 

Considérons une intégrale Y jouissant de cette propriété et 
prenant en un point fixe X, (non critique pour cette intégrale ) 
une valeur initiale C; puis joignons X» a un point 2 par des che- 
mins L quelconques ne passant pas par les points (€). Quel que 
soit le point x, lintégrale Y est supposée y prendre n détermi- 
nations yi, V2, +++, Vn- D’ailleurs ces déterminations (pour un 
point z donné) varient avec C d’une maniére continue; je vais 
montrer d’abord que toute fonction symétrique R des n déter- 
MINALLONS Vy, «++, Vn est une fonction rattonnelle de C. 

Partons de X, avec la valeur C et parcourons entre Xo et x 
nchemins différents L,, ..., L,, de maniére a arriver en x avec 
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les n déterminations différentes 71, ---5.%n('). Nous appellerons 
en particulier Y;la branche de Y suivie le long de L;; je dis qu’en 
tout point de Lj, Y; est une fonction méromorphe ou algébroide 
de C pour toute valeur de C. En effet, d’aprés les corollaires des 
pages g, 10 et 15 (note), il en est bien ainsi pour les points de L; 
voisins de Xy. D’autre part, il n’est pas possible que Y;(C) cesse 
d’étre algébroide a partir d’un point az du chemin L;. Appelons, 
en effet, G la valeur de Y;(C) en x; C est fonction méromorphe 
ou algébroide de C; et, d’autre part, puisque xZ ne coincide avec 
aucun des points (€), Y; est fonction méromorphe ou algébroide 
de C pour « voisin de x; done Y;(C) est encore algébroide au 
voisinage de w. On en conclut qu’a l’extrémité commune « des 
chemins L;, les fonctions 71, -.., vn de C sont toutes méro- 
morphes ou algébroides quel que soit C; done la fonction symé- 
trique R(x, Xo, C), qui est fonction uniforme de C, est méro- 
morphe en C pour toute valeur de C; c’est nécessairement une 
fonction rationnelle de C. 

Ce point établi, nous pourrons toujours représenter les nm déter- 
minations y;, ..., Y, par une relation implicite 


(7) yr t+ Rn—1(x%, Xo, G)y”-t+...+ Ro(x, Xo, G) =0, 


les R étant des fonctions symétriques entiéres de vy, ..., %n, par 
suite des fonctions de x partout méromorphes (puisque uni- 
formes) sauf peut-étre aux points (€), et des fonctions rationnelles 
de C, D’ailleurs, pour des valeurs données de x, y, Xo, la rela- 
tion (7) doit définir n valeurs de C (valeurs au point Xo des 
n branches de lintégrale Y). Les R sont done, par rapport a C, 
de degré n au plus. 

Nous supposerons que R, dépende de C. (Si cette condition 


(*) Le raisonnement deviendrait inapplicable pour les valeurs de C, corres- 
pondant aux intégrales exceptionnelles définies plus haut, pour lesquelles on ne 
pourrait plus obtenir les n déterminations sans faire passer les chemins L par les 
points critiques fixes (€). On doit donc se demander si ces valeurs de C ne seront 
pas des singularités transcendantes de la fonction R. Mais la fonction R est uni- 
forme dans tout le plan, et ’ensemble des valeurs exceptlionnelles de C est, par 
h ypothése, dénombrable : ces valeurs devraient donc étre pour R des points d’in- 
détermination weierstrassiens, ce qui est manifestement impossible. Voir, a la fin 
du Volume, la Note de M. Painleve. 
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nétait pas remplie de prime abord, on la réaliserait en changeant 
y en y+ const.) Posons, dans ces conditions, 


(8) Ro(2, Xo, CG) =A, 


z étant un point d’un chemin L ot les déterminations de y ne 
sont pas nulles, point que nous commencerons par supposer fixe. 
Au leu de regarder les R comme fonctions de C, nous pouvons 
les considérer comme fonctions de i. Je dis que Vune quel- 
conque, Rj, de ces fonctions est un polynome du premier 
degré par rapport ax. 

En effet, Rj, fonction entiére dey, ..., 7, ne peut étre infinie 
que si le produit A= Rp = yo... %n est lui-méme infini. 

D’autre part, a une valeur de } correspond une intégrale unique 
de l’équation (1) (partant une seule détermination de Rj): car la 
relation (8), de degré n en C, ne fait correspondre a une valeur 
de 4 que nr valeurs de C, qui sont les m déterminations de l’inté- 
grale Y au point X,. 

Réciproquement, a une valeur de Rj(xz, Xo, GC) en un point 
donné z il ne correspond qu’une valeur de 4; car, d’aprés la 
méme remarque, a une détermination de R; correspond une inté- 
grale unique de |’équation (1), partant une seule fonction Ry. 

Rj est done bien, par rapport a A, un polynome du premier 
degré. 

De cette propriété des fonctions R on conclut que la rela- 
tion (7), définissant les rn branches de Vintégrale Y, peut s’écrire 
comme il suit : 


(9g) y®+[Ln-1(v, Xo) + A Mn—-1(x, Xo) ] yt +...4 [Li + AM] y+A=o0, 


leg L étant méromorphes en x pourvu que x soit distinct des 
points (). 

Nous avons supposé tout a l’heure que le point 2 était fixe. 
Donnons-lui maintenant une valeur variable en laissant X 9 inva- 
riable. Alors 4 est une fonction de x et de x seulement; de méme 
les L et les M. Dans ces conditions, la relation (g), supposée 
résolue par rapport a A, prend la forme suivante : 


ye Dna (@) yet et Li(aw)y 
My-1(v) yt +... 4+ Mi(a)y +1 


(10) — 
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Supposons maintenant que Von effectue sur Véquation (x) ke 
changement de variable (10). L’équation deviendra 


Aha? ange 


(11) DCare). 


dz 
® étant par rapport a 4 une fonction algébrique. Cette fonction 
algébrique est d’ailleurs rationnelle, puisque a un systéme de va- 
leurs de x et de X (ou Ry) correspond une seule détermination 


aRo 
de ae 


premier théoréme de M. Painlevé; élant donné que les intégrales 


- Mais alors nous pouvons appliquer a Péquation (11) le 


de cette équation n’ont aucun point critique en dehors de certains 
points fixes (§), l'équation (11) est nécessairement une équauion 
de Riccati 


(12) a = G(xv)\?+ H(x)A+ K(z). 


D’ot nous concluons, en définitive, que si les intégrales de 
Péquation (1) n’acquierent que nm branches autour des points cri- 
tiques mobiles, l’équation (1) sera ramenée par le changement de 
variable (10) a ’équation de Riccati (12). 

Je dis quil nexiste quwun seul changement de variables (10) 
ramenant l’équation (1) a la forme (12). Supposons, en effet, 
quwil existe une fonction )’ de w, différente de A et jouissant des 
mémes propriétés [c’est-a-dire ayant ses points critiques fixes et 
lige ay par une relation (10’) ou (g’) de méme forme que (10) 
ou (g)]: en retranchant (9') de (g) on trouvera que y est lige a x 
par une relation, de degré n=1 en y, dont les coefficients ont 
leurs points critiques fixes : les intégrales y n’auront donc que 
(n —1) branches, ce qui est contraire a l’hypothése. 

Le changement de variable (10) n’étant possible que d’une ma- 
niére, nous sommes assurés que nous pourrons toujours obtenir 
par des opérations rationnelles les L, les M, G, H et K en fone- 
tion des coefficients de (1) et de leurs dérivées. 

Demandons-nous maintenant de quelle forme doit étre une 
équation (1) 


dy Le P(e) 
dx QO, 7) 


P et Q premiers entre eux) 
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pour qu’un changement de variable 


5) an Bre) ne ea, at Lay) 


ae 30S er eemererars [(p et g premiers entre eux (')] 
2) n—1 te 


puisse la ramener a |’équation de Riccati (12). Je dis que P et Q 
dotvent étre par rapport a y de degrés 2n et 2n—2 au plus. 
Il nous sera commode de remplacer Vintégrale générale de 
Péquation de Riccati (12) par son expression 
a(v)+ Bayh 
A= “ 
x(7) + Bi(xjh 


expression dans laquelle «, 8, %,, 8, sont des fonctions a points 
critiques fixes et / la constante arbitraire. Nous aurons 


ll PEI P1 
h = are ees = 
a tama i 
pi et gq, étant, comme p et g, des polynomes en y, premiers entre 
eux et de degré 27; et notre équation différentielle s’écrira 


dh 
he 
ie 

ou 

wit ei “Ps 
3 = EY ( Ox dx 
ae : be Op ¢ O”g1 f 

1 Oy \ Oy 


le numérateur et le dénominateur de (13) étant respectivement (?) 
de degré 27 et de degré 2n — 2 eny. 

Je dis que, si le numérateur et le dénominateur de (13) ad- 
mettent un facteur commun [ y — §(z)], la fonction y = 4 (x) est 
une solution de l’équation (1). En effet (?), si nous remplacons y 
par §(a) dans la dérivée 


Pi iT ee a yes vy ene goal it) 
‘ qi Dire ak ge @ dy Ps Oy 
“Ox ve qt : 


(1) Si p et g n’étaient pas premiers entre eux, les intégrales de ]’équation (1) 
n’auraient pas nr branches : elles en auraient moins. 

(2) On vérifiera sans peine que les premiers coefficients ne sont pas nuls. 

(5) On a toujours le droit de supposer que y = §(2) n’annule pas q,; s'il en 


. . I 
était autrement, on changerait / en a 
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nous constatons que cette dérivée est identiquement nulle. Done 


P! est constant pour vy = 4(z), et égal a une certaine valeur hy de 
q1 


la constante h, ce qui prouve que vy = §(z) est solution de l’équa- 
tion proposée. D’ailleurs, y =4(x) est une solution multiple 
jPt 


de (1). En effet, la dérivée —! est identiquement nulle pour 
? oy 


vy =4(a); donc y=4(z) est une racine multiple de Végalité 


me = hy. Remarquons enfin que vy = 4(z) est une tntégrale algé- 
1 


brique. Reportons-nous, en effet, 4 expression de 


ee a) 
~ tt Bh Gay): 


et faisons-y h = hy, y = 4(x). Nous vérifierons sans peine que la 
As 


dérivée a est identiquement nulle, La solution y = §(z) vérifie 


We 
done la relation ay =o, relation qui (comme 9) est algébrique 
en 2. . 

En résumé, nous parvenons a la conclusion suivante : Ou bien 
V’équation (1) admet une ou plusieurs (') solutions particu- 
liéres multiples et algébriques, ou bien le second membre de 
(13) est une fraction irréductible. Dans ce dernier, pour calculer 
les L, les M, G, H et K en fonction des coefficients de (1), il suffit 
Widentifier les coefficients des numérateurs et des dénomina- 
teurs (?) des équations (1) et (13). 

Ainsi se trouve démontré le second théoréme de M. Painlevé 
que nous avions annoncé (p. 16). De ce théoréme il résulte en 
particulier qu’en opérant tous les changements de variables de la 
forme (10') sur les équations de Riccati a intégrales uniformes, on 
obuendra toutes les équations algébriques (1) dont les intégrales 
sont des fonctions multiformes 4» branches. Toutes les équa- 
tions (1) qui ne peuvent pas étre obtenues de cette maniére ont 


(') Vorr la Note de M. Painlevé a la fin du Volume. 
(*) On commencera par les dénominateurs. 
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pour intégrales des fonctions multiformesaune infinité de branches. 
Ce sera, en particulier, le cas pour Péquation 


(14) = = P( 2,9), 


lorsque P est un polynome en y de degré supérieur a 2. 


IV. — Remarques sur les fonctions multiformes. 


Nous venons de dire que, si nous nous assignons comme tache 
l'étude des fonctions définies par l’équation différentielle (1), nous 
aurons en général affaire a des fonctions qui possédent une infi- 
nité de branches. Cette constatation nous met dans un certain 
embarras. I] semble, en effet, que, jusqu’ici, les analystes aient 
systémauiquement écarté les fonctions multiformes de leurs spé- 
culations. S’ils ont fixé leur attention sur quelques-unes, c’est 
quils savaient les rattacher a des transcendantes uniformes 
simples (') (exemple ; les recherches sur les fonctions abé- 
liennes). Mais, pour ce qui est de la théorie générale des transcen- 
dantes multiformes, elle est a tel point inexistante que nous en 
ignorons jusqu’a lobjet; nous n’en sommes pas, en cette maticre, 
a chercher des solutions, mais 4 nous demander quelles questions 
nous pourrions bien nous poser. 

Livrés ainsi a leur propre inspiration, les géométres qui vou- 
draient explorer le monde des fonctions multiformes pourraient 
peut-étre demander quelques suggestions a la théorie des fonc- 
tions uniformes. On sait par quel artifice les analystes se sont 
élevés des fonctions rationnelles aux transcendantes uniformes. 
Ayant affaire a des équations admettant, non plus un nombre fin, 
mais un ensemble infini de racines, ils ont cherché, en premier 
lieu, a déterminer les points-limites de cet ensemble; en second 


(1) M. Poincaré a démontré que, quelle que soit la fonction multiforme y de x, 
on peut toujours exprimer z et y en fonction uniforme d’un méme parametre ¢. 
Mais nous ne sommes qu’incomplétement renseignés sur la nature des fonctions 
a(t), y(t), dont Vexistence est ainsi établie. Ces fonctions sont étudiées par 
M. Poincaré dans un Mémoire qui vient de paraitre : Sur Uuniformisation des 
fonctions analytiques (Acta mathematica, t. XXX1). 
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lieu, ils ont étudié la répartition, la condensation des racines 
autour de leurs limites; d’autre part, ils ont examiné Vallure, le 
mode de croissance des fonctions uniformes au voisinage des 
points-limites de leurs zéros. On peut poser, relalivement aux 
fonctions pourvues dune infinité de branches, une série de ques- 
tions analogues. Comme l’ensemble des zéros d’une fonction uni- 
forme, on étudiera l’ensemble des points critiques d'une fonction 
multiforme et ensemble des déterminations de cette fonction 
pour une valeur quelconque de la variable. On recherchera, 
d’autre part, comment ces deux ensembles se correspondent l’un 
a Vautre, c’est-a-dire comment se combinent les permutations 
opérées autour des points critiques, de maniére 4 donner nais- 
sance a lVensemble des déterminations. On étudiera enfin la 
croissance des diverses branches de la fonction. 

Toutes ces questions, nous les rencontrerons au cours de ces 
Lecons. Mais je veux faire, des maintenant, quelques remarques 
générales sur les points-limites (') des déterminations d’une fonc- 
tion multiforme v(x). 

Considérons un ensemble y, (x), 2(e x),...de branches de ¥ (2), 


holomorphes au voisinage d’un point x et convergeant, pour x = 2, 


vers un point Y , du plan des y. Supposons, de plus (7), que les mo- 
dules de ces branches soient bornés également au voisinage du 
point x, c’est-a-dire restent inférieurs 4 un méme nombre fixe 


quelque grand que soit lindice ¢. Dans ces conditions, je vais 
démontrer la proposition suivante : 


Pourvu que x ne soit pas point-limite de points singuliers (3) 


(*) On trouvera une étude détaillée des fonctions engendrées par ces points 
dans la Thése de M. P. Montel (Sur les suites infinies de fonctions) publiée de- 
puis l’achévement de ces Lecons, Les fonctions-limites de variables réelles avaient 
été depuis longtemps étudiées par M. Arzela, ainsi que le rappelle M. Montel. 

(7) Mai montré (Rendic. del Circolo mat. di Palermo, 1907) que cette sup- 
position est impliquée dans Vhypothése d’aprés laquelle x n’est pas limite de 
points singuliers ou d’intersections des y,. 

(*) Tout point singulier transcendant doit étre regardé comme point-limite de 
points singuliers algébriques. Mais la réciproque n’est pas vraie. En effet, nous 
considérons comme point-limite de points critiques tout point au voisinage 
duquel une infinité de branches y, se permutent avec une infinité d’autres 


branches; cette définition ne suppose pas qu'une infinité de branches se per- 
mutent entre elles au voisinage du point considéré. 
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des branches yi(x) ou point-limite de leurs intersections, la 


limite Y, de ces branches est, au voisinage de x, une fonction 
holomorphe de x. Les dérivées successives de Y, par rapport 
a x sont les limites des dérivées successives des branches yi(z). 


Nous appellerons la limite Y, branche-limite ou fonction- 
limite des yi(x). 

Soient 71, 72, ... les valeurs de Yt, Yay ++. pour =z; décri- 
vons autour de x un cercle c tel que, pour 7 supérieur a un 
nombre m, les y;(2) ne présentent aucun point critique et aucun 
point d’intersection a l’intérieur de c. Considérons ensuite une 
courbe fermée y entourant le point x et intérieure ac. Je dis qu il 
existe sur cette courbe des ares ot la différence Vn4i—Yn est 


arbitrairement petite ( avec x). En effet, par hypothése, cette dif- 


férence au point x sera inférieure a tel nombre ¢ que lon voudra 
dés que nv dépassera un certain nombre r,. Supposons alors que 
Von ait en tout point du contour y, pour des valeurs indéfiniment 
croissantes de n, 


(15) | ¥n41i— Yn | > 28. 


Puisque la différence y»4;— yn devient inférieure a ¢ dans y 
(pour n> xn,), Pinégalité (15) exige que cette différence s’annule 
a Vintérieur de c; or, elle ne peut s’annuler, car elle ne saurait le 
faire qu’en un point critique ou double des y,(x): done ¥n44— Yn 
tend bien vers zéro sur un arc au moins du contour y. 


Je vais conclure de 1a qu’au point x les différences des dérivées 


bd / i] 4 
successives V¥,.,—¥n» Vnti—Yno +++ tendent toutes vers zéro 


avec *. 

Posons Vn41—Vn—=Sn(£) et montrons que l’on aboutit a une 
contradiction si l’on suppose que | f/(z)| reste, pour des valeurs 
de n indéfiniment croissantes, supérieur a un nombre fixe « indé- 


pendant de nr. Nous savons que Jn(az) est holomorphe et bornée 
dans le cercle c, en sorte que le développement 


(16) fula+n)=falz)+fi(e)q+... 


est absolument convergent, quel que soit nv, tant que || reste 
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inférieur au rayon 9 de c. Désignons par A, la plus grande valeur 

LOZ) 
Pp! 

Nous sommes certains que la série LAp7? converge absolument 


prise par le module lorsque n augmente indéfiniment. 


dans tout cercle de centre x inlérieur ac: car, sil en était autre- 
ment, les /,,(z) tendraient (pour n croissant indéfiniment) vers une 
fonction qui présenterait un infini ou un point singulier a Vinté- 
rieur de c. Déterminons alors un nombre  (inférieur au rayon 
de ¢ et indépendant de 7), tel que l’on ait, pour n assez grand et 
pour || <6, 


a 
: Pec qe mu aa <|Aon + Asn?+...4 laste 


"(a "(a 
e ), + Lalz) 
puis prenons pour courbe vun cercle de centre z et de rayon 8! 


° = 7 I . 
8. Comme f;,(2) tend vers zéro avec =? on voit que 


moindre que { 


. Fy EW || : es 4 = : 
sl [fi(e ) restait supérieur aa, f,(a-+ 7) serait, sur le contour 
Qr 
Pai g SS) . . , 
de Y, Superieur a ree et ne pourrait, par suite, tendre vers zéro en 


aucun point de ce contour : ce qui est contraire au résultat ob- 


\ 


tenu tout a lheure. Nous sommes donc assurés que f(a) | est 
inférieur az a partir d’une certaine valeur de n et décroit indéfi- 


‘ I ; : ‘ 
niment avec Sale proche en proche, on démontrerait qu’il en est 


A ts Des? tof 2 a de ne a CHT? Vine 
de méme des dérivées successives f(a), fi" (a), .... 
Ainsi, dans le développement (16) tous les coefficients tendent 


c 4 > « I noe 4 
vers zéro avec —- Il en résulte que f, ou ¥n41—Yn tend vers zéro 


en tout point ot ce développement converge, c’est-a-dire en tout 
point intérieur a c. ll en est de méme des dérivées y),,,— y’,, 
Var Say 3 se 

Cela dit, appelons Y,, Y,, Y/, ... ensemble des valeurs-limites 
des yi(x), y; (2), y}(#), ... en un point quelconque du cercle c. 
Il résulte de ce qui précéde : 1° que l’ensemble Y,, se réduisant 
a un point pour «=z, se réduit encore a un point pour toute 
valeur de a intérieure a c; de méme les ensembles a eee 
2° que les différences Y,— y,, Yi — y),, Y; — y,, ... tendent vers 


: : \ s 5 ‘ 5 
zerO avec —- En particulier, si l’on appelle Srelien ne wet Oa, pets 
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et K, les parties réelles et les coefficients de /——1 dans x, NOUN) y 
on aura 


On en conclut que Y, est, comme y,,, une fonction analytique 
holomorphe au yoisinage de «=; il en est de méme de nwe 
Y',,-.. et ces fonctions sont, de plus, les dérivées successives de la 
foncuion Y, : ce qu il fallait démontrer. 

Nous avons défint la branche-limite Y, au voisinage du point L. 
Que deyiendrait-elle si, nous éloignant de x, nous faisions varier 
d’une facon arbitraire? 

Il est clair que, si 2 vient a coincider avec un point-limite de 
points singulers de branches 9;(2), la branche-limite Y, (2) 
pourra présenter en ce point une singularité ('). Or, dans le cas 
le plus général, les points singuliers de y;(x) auront une infinité 
de points-limites : des lors, quand x variera d’une maniére quel- 
conque, Y, pourra engendrer une fonction multiforme Y(z), 
aussi compliquée que la fonction y(z) d’ot nous sommes partis. 
Parfois, au contraire, la fonction-limite Y(.2) sera plus simple 
que y(x), et c’est en ce cas qu'elle nous intéressera. 

De l’existence méme de la fonction-limite Y(z) on déduira la 


proposition suivante : 


Si une fonction multiforme y satisfait a une équattion diffé- 


rentielle 


dy 
(17) sped ar Ii)s 


ou f estanalytique en «x et y, la fonction-limite Y satisfait a 
la méme équation. 


En effet, pour toute branche Y, de Y, limite d’un ensemble de 
branches 74, .--, Yn de vy, ona les égalités 


ee lim as lim f(z, Y,) = lim f(2, ¥n)- 


dz n=0 AL n=0 


(1) La démonstration donnée ci-dessus cesse d’étre valable lorsque @ est point- 
limite de points singuliers ou d’intersections des y,(2). Mais on peut mwontrer 
que, sous certaines conditions, les points- limites d’intersections des yv; ne sont pas 
points singuliers pour Y,(a) (voir le Mémoire cité plus haut p. 26, note 2), 
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Nous connaitrons ainsi une condition nécessaire pour qu’en un 
point donné les déterminations d’une intégrale y(x) de léqua- 
tion (17) admettent une valeur-limite unique ou un nombre fini de 
valeurs-limites : il faudra que l’équation (17) ait une intégrale 
uniforme ou une intégrale ne possédant qu "un nombre fint de 
branches ('). En particulier, pour que les déterminations de y (x) 
n’aient d’autre valeur-limite que l’infini (comme il arrive pour les 
déterminations de la fonction inverse d’une fonction entiére), il faut 


que Péquation différentielle 


I 
1 dz Y (2, :) 
=e petal ke MLE ees 
Bod) 


admette lintégrale particuliere z = 0. 


a 


A ces observations générales j’ajouterai une remarque d’un 
autre ordre. 

On sait comment les analystes ont pu rendre uniformes les 
fonctions algébriques en les représentant sur des surfaces de 
Riemann composées de feuillets superposés. I] ne sera pas difficile 
@appliquer aux fonctions pourvues d’une infinité de branches le 
méme mode de représentation. 


Appelons, en effet, v,, J2,... les diverses déterminations d’une 


fonction multiforme en un point xz. On peut, d’une infinité de 
maniéres (en joignant entre eux ou a l’infini les points critiques 
de y), tracer dans le plan des # un systeme de coupures tel que la 
fonction y ne prenne en chaque point qu'une valeur, lorsque z se 
meut sans franchir les coupures. Les coupures d,, dy, ... seront 
par exemple des fentes, découpées dans un feuillet plan F, et 
infranchissables pour la variable z : au point # du feuillet £,, 
y prendra la valeur unique Vy. 

Si nous voulons maintenant permuter oa avec Vay nous devrons 
faire varier x le long d’un (*) lacet fermé L, entourant certains 
points criiques 2, 22, .... Aplatissons ce Jacet de maniére 


(') Nous établirons directement l’existence d’une telle intégrale dans Jes 
exemples étudiés au Chapitre IV. 

@yal peut arriver que les déterminations y, et y, s’échangent entre elles le 
long de plusieurs lacets L, L’, L”,... entourant des groupes différents de points 
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a rendre infiniment petite l’aire comprise a l’intérieur de sa boucte 
(sans en faire sortir toutefois les points 2), 22, ...). Le lacet L 
tendra vers une ligne sans épaisseur, /, issue de w et parcourue 
deux fois. Soit x, le premier point critique rencontré sur cette 
ligne, 2, le dernier. Je prendrai pour coupure d, le segment de / 
compris entre 2, et 2,3 puis, a parur de 2 je prolongerai / 
Jusqu’a linfini (ce prolongement ne passant par aucun point cri- 


tique) et j’appellerai c, le segment xo. Si, a partir de w, on dé- 


crit un lacet L’ qui coupe une fois la ligne c, et ne rencontre 


aucune coupure, ce lacet permutera les déterminations yy et Vo. 
Cela dit, considérons un feuillet plan S, superposé a §,. Dans ce 
feuillet découpons des fentes suivant les coupures a, do, ...; 
puis relions #, 4 S, par une ligne de croisement (‘) placée sui- 
vant c,. La fonction » sera uniforme sur l’ensemble des deux 
feuiilets £,, £,. Au point az du feuillet S,, elle prendra la va- 
leur Vo. 

En continuant de la sorte, on obtiendra une surface de Riemann 
formée d’une série de feuillets $,, £,, £5, ... sur lesquels yv(z) 


prendra les valeurs 7\, 2, )’s; 


critiques. On pourra raisonner sur ces divers lacets comme nous raisonnons sur L, 
et faire correspondre a chacun d’eux une ligne c suivant laquelle on ménera une 
ligne de croisement reliant les feuillets 5, et #,. Ces deux feuillets seront alors 
joints par plusieurs lignes de croisement au lieu d'une seule. 

(') On sait ce qu'il faut entendre par la. Considérons deux fentes superpo- 
sées ce, cl découpées respectivement dans les feuillets #, et #, suivant la ligne c,. 
Pour joindre #, et #,, on relie par une premiére nappe le bord droit de la fente c; 
au bord gauche de la fente c/, et par une seconde nappe le bord gauche de la 
fente c/ au bord droit de la fente c’. 
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Or, MM. Poincaré et Volterra ont démontré (') que ensemble 


des déterminations y : Pas ... que peut prendre en un point 2 une 
fonction multiforme est un ensemble dénombrable. Il en résulte 
qu’en définissant la suite des branches y,, v2, .-. sur la série cor- 
respondante des feuillets £,, £2, ... on épuise toutes les déter- 
minations de la fonction. 

Ainsi, il est toujours possible de construire des surfaces de 
Riemann sur lesquelles une fonction multiforme donnée peut étre 
regardée comme uniforme. I] existe méme une infinité de telles 
surfaces. Mais, notons-le, la définition que nous en obtenons est 
purement théorique. Nous ne pouvons prévoir comment seront 
agencés, dans chaque cas particulier, les feuillets de la surface et 
les lignes de croisement qui les rattachent. Ce sera précisément 
Yun des problemes que nous nous poserons, lorsque nous serons 
en présence d’un type nouveau de fonctions multiformes, que de 
chercher a les représenter sur une surface de Riemann aussi 
simple que possible et appropriée a leur nature (comparer 


Chap. Il). 


V. — Appel ala notion de continutlé. 


Pour clore ces préliminaires, je dirai quelques mots d’une 
méthode générale d’investigation qui me sera utile en mainte 
occasion. 

C’est un fait digne de remarque que, dans les différents ordres 
de sciences, l’esprit humain suit une marche semblable : il part 
des faits connus, puis, par continuité, cherche a s’élever de ces 
faits & d’autres faits, voisins mais plus complexes. Ce fécond pro- 
cédé de découverte, la théorie des équations différentielles ne Va 
pas négligé : elle en a condensé la vertu en trois ou quatre théo- 
remes sur lesquels nous allons porter notre attention. 

Supposons en premier lieu qu’une équation (1) (page 8) ait 
une intégrale particuliére, v(x, Cy), exceptionnellement simple 
(cette intégrale est définie par la valeur initiale Cy qu’elle prend 


(*) Voir les Lecons sur la théorie des fonctions de M. Borel, Chapitre IV, 
et le Mémoire de M. Poincaré cité plus haut, p. 25, en note. 
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en un point fixe Xo). Ne va-t-on pas pouvoir tirer parti des pro- 
priétés de y (x, Cy) pour étudier les intégrales voisines, c’est-a-dire 
les intégrales qui prennent en X, des valeurs C voisines de Cy? Le 
probleme revient a chercher comment varie en fonction de C Vinté- 
grale (a, C) (définie par la valeur initiale C), sion la suit le long 
Vun chemin déterminé. Or, c’est la une question que, dans des 
cas paruculiers, nous nous sommes déja posée (corollaires des pages 
9, 10 et 15, note). Le théoréme suivant (') y répondra : 


Soit Lun chemin quelconque issu de Xy, ne passant par 
aucun des points singuliers fixes (&), etdont aucun point, sauf 
peut-étre le dernier, x, n'est point critique de y(a, Co) (2). 
Suivons sur L, a partir de la valeur initiale C, Vintégrale 


y (x, QC) et arrétons-nous au point x: 


1° Sc la fonction v(x, Cy) de x est, pour x voisin de a, une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction 
y (2, C) de x et Gest pareillement, pour x et C respectivement 
votsins de x et Cy, une fonction holomorphe, méromorphe ou 
algébroide. 

2° Si q déterminations de y (x, Cy) se permutent autour 
de x (qut est alors point critique isolé), unnombre égal (q) de 
déterminations de la fonction de x, y (x, C) se permuteront 


aupres du point x pour C voisin de Co. 


Pour démontrer la premiére partie de ce théoréme, on procédera 
comme a la page 20. On sait que la proposition énoncée est vraie 
pour x voisin de Xo. D’autre part, il n’est pas possible qu’elle cesse 
d’étre yraie a partir d’un point 2! du chemin L; car soient Cy, C’ 
les valeurs de y (2, Cy) et y(a’, C): pour x et C voisins de a! et 
Cy, ¥ sera fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide de C, 


(1) Cf. les Lecons de Stockholm de M. Painlevé. 

(*) Si un point de L autre que le dernier était critique pour y (2, C)), cette 
intégrale aurait en zx deux valeurs distinctes, dont chacune engendrerait une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide de x et C, lorsque xv et C 
varieraient au voisinage de z et Cy. D’ailleurs il serait toujours possible de 
déformer légérement le chemin L de maniére a n’obtenir en xz qu'une détermi- 
nation de vy (Zz, C,). 

B. 3 
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cependant que C’ sera fonction holomorphe ou méromorphe de C; 
done la proposition est vraie sur tout le chemin L. 
La seconde partie du théoréme est une conséquence du corol- 
. ag \ . ee ef 
laire de la page 10. Appelons y¢ la valeur de y (2, C) au point & et 
supposons que pour ©= 2, y (2, C,) ait g déterminations con- 
fondues en 7¢,. Le résultat que nous avons obtenu page 11 peut 
. ety : ° o / / 
étre interprété comme il suit : lorsque les variables z, yo, 7) sont 


situées dans un certain domaine D au voisinage des valeurs z, 
a a : r is 1 (2 r 

Vo £; la branche d’intégrale y (x7, C)= 9 (x, 79, X)) quiest égale 
ay)en x) admet g délerminations, et gseulement, voisines de 7¢,. 


Considérons ces g déterminations pour une valeur fixe de C voisine 
de Cy : je dis qu’elles se permutent entre elles au voisinage du 


point 2. Pour le vérifier, entourons x d’un petit cercle y (intérieur 
au domaine D) sur lequel nous prendrons un point a’. La branche 
d’intégrale y (x, Co) a, en 2’, g valeurs différentes ¢,.,.. +) YC oqg Gat 
se permutent entre elles lorsque x décrit une fois, deux fois,..., 
q fois le contour y. D’ailleurs la premiére partie de notre théoreme 
est applicable le long de y. Si donc l’intégrale y (x, C) a en a’ une 
premiére valeur Ve, suffisamment voisine de Veoe elle acquerra 
au méme point (lorsque x décrira le contour y) g —1 autres 
valeurs respectivement voisines de 76, , Hen End’autres termes, 
y(a, C) admet, ena’, g déterminations se permutant entre elles 
autour de points critiques qui tendent tous vers x lorsque C tend 
vers Cy. 

Il sera souvent’ commode de réserver le nom de point critique 
simple aux points critiques algébriques ‘autour desquels se per- 
mutent seulement deux déterminations d’une fonction : lorsque 
q déterminations s’échangent autour de x, on admettra qu'il y a 
gq —1 points critiques confondus en xz. Sil’on adopte ce langage, 
on peut dire qu’a tout point eritique 2, déeyi(7,G,) correspond 
un point critique ,, de y(a,C), voisin de x, pour C voisin de Cy. 
Ainsi se manifeste entre les allures des deux intégrales une étroite 
ressemblance, dont on profitera pour étudier les propriétés 
de ya ,.Ci). 

La comparaison de deux intégrales voisines sera surtout in- 
structive lorsquel’une des deux intégrales sera une fonction connue. 
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Mais c’est la, ne Poublions pas, un cas exceptionnel. Aussi allons- 
nous, pour urer du raisonnement par continuité tout le parti qu’il 
comporte, recourir a un artifice. 

Introduisons dans Péquation (1) un paramétre variable ». Nous 
formerons une nouvelle équation différentielle 


dy 


are) ax 


St Moth) 


qui coincidera avec |’équation (1) pour une valeur particuliére de p. 

(par exemple »—=1), mais qui, pour d’autres valeurs de p 

ar exemple u= 0), pourra éire plus simple que |’équation (1). 
pre ft )> F P q 

Si nous savons alors suivre la variation des intégrales de (18 

8 

lorsque uw varie avec continuité de o a 1, nous pourrons déduire 

yee t P 
des propriétés de l’équation 


dy 
certaines propriétés correspondantes de l’équation (1). L’apph- 
cation de cette méthode présentera quelquefois des difficultés ; 
cependant nous parviendrons souyent a la mener a bout, en nous 


appuyant sur les théorémes suivants (') : 
I. Sozt le second membre de léquation difj/érentielle 


d : 
(19) oY = f(xy ye) 


holomorphe pour |x—2o|<r, |y—yo|<p, |u—po| <r. 
L’intégrale y, de (18) qui prend en xo la valeur tnitiale yo est 
une fonction holomorphe de x et» pour x et » respectivement 


voisins de Xo et [ro- 


En effet, soit M la plus grande valeur du module de f dans le 
domaine | z — 2)| <r, |y —%|<.e, |p —po|<t. D’aprés le 
théoreme de Cauchy (page 18), lintégrale y, que définissent les 
conditions initiales 7, 7» est développable par rapport aux puis- 
sances de x—az,) dans un cercle de rayon au moins égal a 


(1) Voir Potncarr, Les meéthodes nouvelles de la Mécanique celeste, p. 48 
et 599; Picarp, Traite d’ Analyse, t. U1, Chap. VIII. 


36 CHAPITRE I. 


ais —_ ot). dailleurs les coefficients du développement (fonc- 
tions rationnelles des coefficients de f) sont toutes fonctions holo- 
morphes de » dans un domaine fini non nul entourant p= po. 
On en conclut que Vintégrale vy, est, elle aussi, foncuon holo- 


morphe de p. (Cf. p. g, note 2.) 


Il. Les hypotheses de Vénoncé précédent étant supposées 
satisfailes, soit y, une fonction holomorphe de p qui se rédutt 
ad ¥o poury= po. Lintégrale y, de (18) gut prend en xo la 
valeur initiale y\ est une fonction holomorphe de x et 
pour x et p respectivement voisins de Xo et po. Nous savons, en 
effet, que yy est fonction holomorphe de z, de y) et de p. 

Du cas ot le coefficient différenuiel fest holomorphe on passera 
au cas ot il est méromorphe en retournant léquation (18) et la 
mettant sous la forme 


dx “5 I 
dy f(®,y¥, &) 


Puis, faisant le changement de variable y = 2~', on examinera le 
cas ott la valeur initiale yo est infinie. Enfin on étudiera linté- 
grale y,, non plus seulement au voisinage d’un point 2», mais le 
long d’un chemin quelconque L défini comme a la page 33. Je me 
contente d’énoncer les résultats auxquels on sera conduit [les dé- 
monstrations sont identiques a celles qui ont été données aux 
pages 10, 15 (note) et 33] : 


Il. Supposons que f(x, y, ») admette un pole pour x= xo, 
VY=Ioy = po, et soit holomorphe partout ailleurs dans le 
domaine |x —2)|<r,|vy—jyo|< e, |u—uo| <7. La branche 
@intégrale yy, de (18) gui prend en xy la valeur initiale Yoest 
une fonction algébroide de « ety pour x et p respectivement 
voisins de Xo et ro. Hen est de méme de la branche @intégrale 
qui prend en x une valeur y\,, fonction holomorphe de . et se 
réeduisant @ yo pour p= po. Soit, d’autre part, g le nombre des 
déterminations de y,, qui sont confondues en 47, pour 2 ==z,, 
Lorsque les variables 2 et u sont situées dans un certain domaine 
au voisinage des valeurs 29, uo, la branche da intégrale Vp admet 
q déterminations, et q seulement, voisines de yo. 
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IV. Ces divers résultats sont applicables a Véquation 


I dz : I 
Son 5 — =— 2 wv sts 
y dx S ( eqs 


pour 2, 3, wrespectivement voismms de Lo, 0; Los 


V. Soit L un chemin quelconque issu de 2), ne passant par 
aucun des points singuliers fixes ee), et dont aucun point, sauf 
peut-étre le dernier, 2, n’est point critique de y(z, Cy). Suivons 
sur L, a parur de la valeur initiale C, Vintégrale vy (a, C) : 

1° Si la fonction de x, Vy,(x, C), est, pour x voisin de L, une 
fonction holomorphe, méromorphe ou algébroide, la fonction 
de x, pet C, vy(x, C), est pareillement, pour x, p et C respec- 
tivement voisins de x, uo et Cy, une fonction holomorphe, mé- 
romorphe ou algébroide. 

2° Si q déterminations de yy,(x, Cy) se permutent autour 
du point x, un nombre égal, q, de déterminations de la fonc- 


tion de x, V(x, C), se permuteront au voisinage du point x, 
pour ». et C respectivement voisins de j29 et Co. 


Tels sont les théoremes fondamentaux qui permettent de com- 
parer entre elles les intégrales de l’équation (18) pour deux va- 
leurs voisines du paramétre yu. Faisons en particulier py»=o et 
considérons l’intégrale yy (a, C) le long d’un chemin L 00 yo (x, C) 
est holomorphe. D’aprés ce qui précéde, on peut, le long de ce 
chemin, développer yy, par rapport aux puissances entiéres de p. 
Les coefficients du développement seront des fonctions de x qu’il 
sera facile de déterminer. Posons, en effet, 


ote { 2 
YHOO P+ Opt... 


et substituons cette série 4 y dans les deux membres de l’équa- 
tion (19). Développant le second membre par rapport aux puis- 
sances de », nous aurons 


ed ee 


+O U+...=f(2, 0,0) + | ney af 


Cette égalité doit étre satisfaite quel que soit ».: donc les coeffi- 
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cients des puissances semblables de u sont égaux dans les deux 


membres, et l’on a 


d ; 

a =f (2, 00, 0), 

de a Of ( x, Yo One ae Of (2, 0, oO) 
dx oy 7 Ov. 


On pourra ainsi calculer de proche en proche les coefficients 
©, 1, G2, ---, Chacun d’eux étant défini (lorsque les précéd ents 


‘ A 


sont connus) par une équation différentielle linéaire. 


CHAPITRE II. 


CROISSANCE ET ALLURE D’UNE BRANCHE D’INTEGRALE. 


Considérons un point singulier transcendant au voisinage du- 
quel s’échangent une infinité de branches d’une méme intégrale. 
Pour étudier ce point singulier, il y aura lieu de traiter deux pro- 
blémes distinets : 1° étude dune branche d’intégrale c/so/ée au voi- 
sinage du point singulier: 2° étude du mécanisme.au moyen du- 
quel cette branche s’échange avec les autres. 

C’est du premier de ces deux problémes que je vais m’occuper 
dans ce Chapitre. Je me bornerai d’ailleurs a l’équation différen- 
tielle 
dy W&(2. 7) 


(1) A EY = a 


ot @ et 2 sont des polynomes par rapport a y et par rapport a4 x, 
et Je supposerai le point singulier transcendant renvoyé a l infin. 
Je chercherai done a étudier lallure des branches d’intégrales (') 
de léquation (1) lorsque le module de x augmente indéfini- 
ment (*). 


I. — Branches dintégrales a croissance exponentielle. 


Soient p et g les degrés des polynomes & et 2 par rapport a y. 


(1) D’une maniére générale, j’entends par branche d’intégrale : au sens large, 
une intégrale suivie le long d@un chemin direct (voir p. 45); au sens restreint, 
une intégrale suivie le long d’un chemin rectiligne (en ce cas je désignerai la 
branche d’intégrale par l’expression : ensemble des caractéristiques issues d’un 
point donné avec une valeur initiale donnée, voir p. 58). 

(7) Gest M. Borel qui s’est, le premier, systématiquement préoccupé d’étudier 
la croissance des fonctions définies par les équations ,différentielles [ Wemoire 
sur les séries divergentes (Ann. sc. de W’Ec. Norm. sup., 1899)].— Cf. LinvELér, 
Bull. de la Soc. math. de France, 1899. 
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Je distinguerai deux cas suivant que p—q est égal a 1 ou différent 
de 1, et j’examinerai d’abord le premier cas. 
Lorsque p — ¢ = 1, l’équation proposée est de la forme 
dy 


(2) ae as By V+... + apyP—) = bo+...4+ bpy?, 


les a et b étant des polynomes en x. Pour étudier cette équation, 
il convient encore de distinguer deux cas, suivant que le degré de 
bp, est supérieur ou égal, ou bien inférieur au degré de ap. Je 
supposerai ici la différence p. des degrés de bp et dp positive ou 
nulle, et je montrerai qu’en ce cas il y a entre la croissance des inté- 
erales de ’équation (2) et la croissance des fonctions entiéres une 
remarquable analogie. D’ailleurs, les intégrales de (2) Jouissent 
d’une propriété qui nous incite naturellement a les rapprocher des 
fonctions entiéres : ces intégrales ne présentent aucun infini a dis- 
tance finie. En effet, si lon pose y= 3~', on transforme |’équa- 


tion (2) en 
dz — s(bysP+...+ b,) 


—— ? 
dx Oi LRN 0 AEC y: 


et la nouvelle équation n’admet d’autre intégrale nulle a distance 
finie que l’intégrale constante z= y~'=o0. 
Pour étudier les intégrales de (2), nous poserons vy = up et 


Placgons-nous a l’extérieur d’un cercle contenant les zéros de ap 
et bp, et faisons varier 2 sur un rayon issu de l’origine. Nous pou- 


vons écrire —- = G + be C étant un polynome de degré yu et P une 
Ap a (od 
fraction rationnelle de degré négatif ou nul. On yoit alors que 


lorsque le module | x | augmente indéfiniment le terme en x est 


F F Dy : 
prépondérant dans mee pareillement (') le terme en x#*' est pré- 
P 


a 


4 by at id : 
pondérant dans ne dx. Soit gx¥t! ce terme : quelque peut 
) Ae 


(") Pour le vérifier en toute rigueur, il suffit de se reporter a l’expression gé- 


; RAE : b 
nérale de l’intégrale de la fraction rationnelle —. 


a, 
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que soit ¢, on aura a partir d’une certaine valeur 7 de a VPinégalité 


~ Se 


logu ; 
—[ =< 


gar 


On conclut de la que, dans » +1 angles ayant pour sommet l’ori- 


F . ‘T—a)nm ,  , ‘ ‘ 
gine et pour amplitude a (a elant un nombre arbitrairement 


\ 


peut), le module de w augmente indéfiniment avec | |, tandis que 
dans » +1 angles alternant avec les précédents ce module décroit 
indéfiniment. Plagons-nous dans l'un des »+-1 premiers angles, 
et supposons que 2 s’éloigne indéfiniment sur un rayon R, On 
peut trouver un nombre positif & tel que lon ait, sur R, a partir 
dune certaine valeur r’ de | x 


b] 
(3) | w| > ekl ahh 


Cela dit, revenons a l’équation (2). Nous avons posé y = up. 


oh coe: 
Tenant compte de la valeur de =? nous écrirons 


a bot... + bp UP-1 oP-1— (ayo +... + Ap UP oP! ). 
QU. cp Ul OP 
Nous allons chercher une limite supérieure du module | ¢’| sur le 
rayon R. 
Désignons par ¢ un nombre supérieur aux degrés de tous les 
polynomes a et b, et supposons provisoirement que !’on ait a partir 
d’une certaine valeur de | z| 


(4) Jue | >| x Is. 


Dans ces conditions, lorsque || deviendra trés grand, tous les 
termes du dénominateur de ¢’ s’effaceront devant le dernier. D’ail- 
leurs | a, | reste supérieur 4 un nombre fini non nul. On pourra 
done trouver un nombre positif / tel que l’on ait a partir d’une 
certaine valeur 7” de | z| l’inégalité 


@) Module du dénominateur de 9’ > h| uper—'|. 


D’autre part, quand || est trés grand, ona 
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s pol S bs inférieurs a |x|! 

et les modules des polynomes a, 6 sont tous mferieurs ; 

On peut donc trouver un nombre positif hy tel que Von ait, a par- 


tir d’une certaine valeur 7” de |x |, Vinégalité 
(6) Module du numérateur de 0! < hy | uP oP-1 ory? |. 


Soit alors 7) un nombre supérieur a7”, 7", 7” et tel que, pour 
|x| >> 7, Von ait 

hy 

— iz One aren 3 
h | | es 

Si, lorsque |z| croit a partir de ry, l’inégalité (4) est satis- 

faite sur le rayon R, les inégalités (5) et (6) y seront également 

satisfaites, de méme que l’égalité (3). [l en résultera que 


hy |w fore? ei 
We { Sere ed 
Nez x|ee ? 
| AG th rm liek ie =a | 
Posons |x| = 7, et soit % la valeur que prend » (sur le rayon R) 
au point ay de module 7). Nous aurons 
r k pert ko ptt ky 3+ 1 
= 5 are.u 5 
Jp—ol< fo (u+nrie a Wp Ze —e ? 3 


“ro 


Dés lors, si nous choisissons une valeur initiale v9 satisfaisant 
a Pinégalité 


(7) Jeol >ete 


oc est un nombre positif, le module de ¢, lorsque x s’éloignera 
sur R, restera compris entre les limites 

ae 
(8) e<|vel<|eol+te ? 

Nous avons obtenu cette double inégalité (8) en supposant I’iné- 
galité (4). Or partons du point zo avec une valeur initiale v) vé- 
rifiant Vinégalité (7). A fortiori’, on aura en x5 Pinégalité (4). 
D’ailleurs, lorsque z s’éloigne sur R, la double inég galité (8) ne 


peut cesser d’étre vérifiée tant que Vinégalité (4) est elle-méme 
vérifiée. Mais, réciproquement, tant que |¢| est supérieur a c, 
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[| w| satisfaisant 4 (3)], ona 
1 
| uv | > ceklal** : 


done Vinégalité (4) ne peut cesser d’étre vérifiée avant Pinéga- 
hité (8). On en conclut que les inégalités (4) et (8) ne 'cessent, ni 
Pune ni l’autre, d’étre vérifiées lorsque 2 s’éloigne sur R. 

La persistance de la double inégalité (8) étant ainsi établie, 
nous pouvons résumer les résultats acquis et formuler les conclu- 
sions suivantes : 


Appelant » une intégrale quelconque de Véquation (2), nous 
posons 


(9) SUP, u=C 


et nous considérons les 4 +-1 angles, ayant pour sommetlorigine, 
ot lon a, a partir d’une certaine valeur de | x |, 


1 


‘Jul > ecAler (k nombre positif indépendant de x). 


Dans l'un queleonque, A, de ces angles, nous prenons un point 
zy dont le module est supérieur a certains nombres que nous avons 
définis; puis, lorsque z s’éloigne indéfiniment dans l’angle A a 
partir de «v9, nous considérons la branche d’intégrale y qui 
prend en xp la valeur initiale yo == 0) u(2o). 

Cela posé, nous avons démontré que, st LE MODULE DE LA VALEUR 


INITIALE (9 EST SUPERIEUR A @ LA BRANCHE D’INTEGRALE (9) 


2 
A, DANS L’ANGLE A pour || >> 79, UN MODULE VERIFIANT LA DOUBLE 


INEGALITE 


eda et? 


ae ly | ee ear 


A et A, étant des nombres positifs non nuls, indépendants de 2. 

Ainsi, il existe une infinité de branches @intégrales de (2) qui, 
dans les p + 1 angles que nous avons définis, se comportent comme 
des exponentielles. Ces branches ne présentent, dans les angles 
considérés, ni zéro, ni pole, ni point singulier. Nous dirons que 
leur croissance est du Type EXPONENTIEL. 

Les résultats que nous venons d’énoncer supposent, on s’en 
souvient, que le degré du polynome b, est supérieur ou égal au 
degré du polynome ap, en d’autres termes que u20. Si py. était 
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négatif, il serait vain d’étudier, pour | a | trés grand, la croissance 
des branches d’intégrales de (2): car, en général, ces branches ne 
croitraient pas indéfiniment avec |.2| (du moins lorsque p <— DIE 
En revanche, si l’on connait une intégrale rationnelle Y de équa- 
tion (2), on pourra parfois ramener le cas » < 0 au Cas zo. Fai- 
sons, en effet, sur l’équation (2) le changement de variable 


p= VS oS a 


L’équation différentielle a laquelle satisfait  admet lintégrale par- 
ticuliére € = 0. Elle est donc de la forme 


dt iC t+... + Spr 
dx lot... t+ Up Sr! 


On en conclut que l’équation a laquelle satisfait 7 est une équa- 
tion rationnelle de la forme (2). Si dans cette équation la diffé- 
rence p. est positive ou nulle, nous pouvons appliquer notre théo- 
reme. Nous constatons que, dans les 1 angles définis plus 
haut, Pintégrale générale se rapproche indéfiniment (lorsque | « | 
va en croissant) de Vintégrale rationnelle Y. Dans ces angles la 
différence y — Y est comparable a l’exponentielle e- Nol! ) res- 
tant compris entre deux nombres positifs indépendants de x. 


ll. — Branches @intégrales a crotssance rationnelle, 


Nous allons supposer maintenant que dans |’équation différen- 
tielle 


(10) = D(a, y) _ bor... + bpy? 
D(x, 7) Apt... + agyt 


les degrés p et g des polynomes p et ¢ ne sont pas liés par la rela- 
on p—g=1. 


A. Soir, EN PREMIER LIEU, P—4@ <1, CEst-a-pire g2p. Dans 
cette hypothése, les intégrales de Péquation (10) ne présentent au- 
cun infini a distance finie. En effet, si lon pose y= 3~', z salis- 
fait a une équation différentielle dont aucune intégrale (excepté 
Vintégrale particuliére s = 0) ne s’annule a distance finie. Je vais 
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démontrer que, lorsque |x 


augmente indéfiniment, wre branche 
@intégrale quelconque de Véquation (1) croit moins vite qu'une 
puissance finte de | x |. 

Pour donner un sens précis a cet énoncé il faut définir la nature 
du chemin sur lequel x s’éloigne indéfiniment. J’appellerai doré- 
navant chemin direct (dans le plan de la variable 2) tout chemin 
dont la longueur est finie ou qui est transformé, par le changement 
de variable «= §~', en un chemin de longueur finie. Plus préci- 


sément, si 2, x’ sont deux points quelconques d’un chemin di- 
¢ xa’ 


. are . “78 R 
rect L, je suppose que le rapport Paneer est inférieur a un 
COrade VL 


nombre donné k qui conservera une valeur fixe dans tous nos 
caleuls. 

Cette définiuon donnée, appelons ¢ un entier supérieur aux 
degrés de tous les polynomes a et b. Je dis que, LoRSQUE & 8 KLOIGNE 
LNDEFINIMENT SUR UN CHFMIN DIRECT, TOUTE BRANCHE D'INTEGRALE 
DE (10) SATISFAIT, A PARTIR D’UNE CERTAINE VALEUR DE 2, A L’INE- 
GALITE 

ly|<|a |. 


Faisons d’abord une remarque préliminaire : rl n’est pas pos- 
sible qu’on ait, a partir d’une certaine valeur de |x|, Vinégalité 


(11) Lor | | we Jee (a > 0) 


en tout point d'un chemin direct L prolongé indéfiniment. 

En effet, soient p’et g’ les degrés (en x) des polynomes 6, et aq, 
et soient respectivement bp et dy les coefficients de x?’ et x7’ dans 
ces polynomes. Quelque petit que soit ¢, on peut trouver un 
nombre r tel que, pour |z|> ret |y|>|2/?, on ait 


Bilas) Byte ve cP yP 
‘ Le 


xt yt 


Q(2,¥) aga y4 


Dés lors, si z est extérieur au cercle S de rayon 7 qui a pour 
centre lorigine, l’inégalité (11) entraine, pour une branche quel- 


conque de (10), 


, by F a ede 
yi y — = xe'-d) ela |p md. 


ay 


(12) 
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Admettons qu’a parur d’un point x» on ait Vinégalité (11) tout 
le long d’un chemin direct L, sur lequel | #| est croissant. Appe- 


lant 2 un point quelconque de ce chemin, nous aurons, s1 


p= © 


x\"|@ =|, 


x |? -T|e2—al<k 


ip | epg da|eok 


HY are ag r 


k étant le nombre fixe qui figure dans la définition des chemins 
directs que nous avons donnée plus haut. Intégrons les deux 


membres de (12) le long de l’are xo x, il viendra (') 


| [y(a@) 77" 4 [ v (a) |¢-P+1 b, UP'—-U+1 — ace 
(13) G—p+l ag p—gq+t 


| <ek|a|°|a— a|. 


D'aprés nos hypothéses, g — p +1 est supérieur ou égal ar. 
D’autre part, p’— g'+1 est inférieur a p’+1, a fortiori ag +1. 
Donc, lorsque |x| croitra indéfiniment, Pinégalité (13) donnera 
certainement, a partir d’une certaine valeur de | x |, 


l(a) <class 
quelque petit que soit le nombre positif z. D’ot il faut conclure 
que Vhypothése selon laquelle Vinégalité (11) serait satisfaite, a 
part de 2%», sur tout le chemin L, est une hypothése inadmis- 
sible. Quel que soit le nombre positif «, il existe sirement sur L 
des points de modules arbitrairement grands ot | y|S| ax |et'*«. 
Cette remarque faite, je démontre que, sur le chemin direct L 


ot || est croissant, il ne saurait y avoir des points x arbitraire- 


(*) On sait que, si l’on intégre une fonction f(a) le long d’un chemin L quel- 
conque, on a l’inégalité 


| fi@rae|< [ise acl, 


Je suppose, en écrivant linégalité (13), que v. == p' — q' n’est pas égal A —1. 


v 
La démonstration subsiste d’ailleurs lorsque v.=—1, a cela prés que ait — alt 


; z 
est remplacé par log —- 
zZy 
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ment éloignés ot lon ait 
(1s) ales al aaa 
Supposons, en effet, qu’il existe de tels points w. D’apres la 
remarque précédente, on pourra toujours trouver sur L (si | x | est 
assez grand) des points 2, tels que r< |x| < | x |, ot. Von aura 
1x (20) | =| xo] S| xo [o+'+* (one eS Ty. 


Parmi ces points, appelons spécialement x le dernier rencontré 
avant d’arriver en & (lorsqu’on suit le chemin L en se diri- 
geant vers ]’infini). Nous aurons, en 29, | vo |=| 2» |?*'**, sur 
Vare x x de L, ly|> lz 


erite, Des lors, linéealité-(13) sera 
vérifiée, comme plus haut, sur Pare 2 yx. Posant p'—q'=p. et 


remplacant | jy | par sa valeur, on aura 


ere ee Fla me 
| (x)! igs | < | aq [SOF olg—p +) + a. ae ek| x pats ; 
+1 
4 - w+ I . ° 
Etant donné que ee reri +1, il est clair que, lorsque 
ae? = ep 


|x| dépasse un certain nombre, la derniére inégalité écrite est 
incompatible avec Vinégalité (14). On est done conduit 4 une 
contradicuon si lon suppose Vinégalité (14) vérifiée pour des 
valeurs de | z | arbitrairement grandes. Ce qui démontre le théo- 


reme é€noncé. 


B. Soir, EN sEcoND LIEU, P—q>1 ov p—q2z2. Dans cette 
hypothése, les intégrales y de l’équation (10) ont, en général, des 
infinis a distance finie. On ne peut donc plus, lorsque @ s’éloigne 
indéfiniment sur un chemin direct quelconque, assigner une limite 
supérieure au module de y.Néanmoins, en nous inspirant de la 
théorie des fonctions méromorphes, nous obtiendrons quelques 
indications intéressantes sur la croissance des intégrales y. 

Pour étudier ces intégrales, }’établirai deux lemmes prélimi- 
naires. 

Lemme I. — Appelons x; un infint de Vintégrale y, > un 
entier supérieur aux degrés de tous les polynomes a et b. Je 
dis que, si |a;| est supérieur & un certain nombre r, on peut 
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entourer x; d’un cercle c; Joutssant des propriétées suivantes ¢ 
é awe a” 

1° A Vintérieur et sur le contour de c;, la branche d’inté- 
grale infinite en x; a un module supérieur a | 3 [ore or elar 
un nombre positif arbitrairement petit; 

2° Sur le contour de c;, le méme module est inférieur a 
jax |or't8, B élant un nombre positif compris entre @ ett. 


Au voisinage de z;, on a Vinégalité (11 
8 ) 5 
A eee 


sur tout are issu de 2;. Or nous avons vu qu’on peut louver un 
nombre 7 tel que, pour |.2;| > 7, Vinégalité (11) entraine Viné- 
galité (12). Intégrant cette inégalité le long d’un chemin direct, 
nous aurons, puisque g — p+1<o0 et [y(2;)|¢-?t!'=0, 


(15) poe ee (ite — aft") | <ek(p—q--1)|a|"|e—ayl, 
SU ot 


ot ||" est la plus grande valeur de 


x | sur le chemin 2,27, p la 
différence des degrés p’ et qg', et ¢ un nombre qui sera arbitraire- 
ment petit si Pon a pris ¢ assez grand ('), 

Autour de 2; comme centre, tracons un cercle c; de rayon 


Cie | Ly; [OTL +O) (p—q—V—p, 


2’ étantun nombre positif inférieur a1. L’exposant de | 2;| dans. 
expression de ¢ sera négatif, puisque |u|<co, p—qgq—121. 
Done le rayon de c; tendra vers zéro avec eee 

D’ailleurs, si |z,;| est assez grand, nous aurons, en tout point 
du chemin 2; intérieur a c;, les inégalités (@4) 


| gilt — gilt 


|v —a;|(|zi| = e)e< eee 


<|v—27;|([2: |= pe, 


|e — ai | (lei|=e< |ae|fe—a;|<|e2—a;|(| ai] ep, 


Voir p. 46, note. 


Cereal ay a? = Caw aa Eee. 
Ces inégalités s’obtiennent aisément. D’une maniére générale, posons 


[ay | = |e, (SP pee oe 


ona 
agp aa Wes 5 ‘ 
= =P) Fae h 4 9 5 = 2) 3) ns 
ipo (z@ 2) a a) ela ieee n meee af 
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at, : ong . . as 
ot lon devra prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs 
suivant que » > o ouw<—1; et, d’autre part, étant donnée la 
valeur deo en fonction de x;, on peut (quel que soit le nombre 
positif «” <a’) prendre r assez grand pour que l’on ait, lorsque 


fay | ea, 


(1+ ek) (p—q—1)o(/ar|tovh< (la;|— 0 )-(o+1+0"ip—g—1), 


(i—ek)(p—¢q—1)e(|e:| = o)#> (| a:|+ 0) (OF IFO") (p—q—1) | 


Interprétons alors Vinégalité (19) en supposant 7 ainsi déter- 
miné. Un calcul facile nous montrera que l’on a, en tout point 
de Ci, 


(16) |v [$e 9) | a [Ho 2) (p-g—-1) 


et, sur le contour de cj, 
(17) ly |-(p—¢-1) >\e2 |—(o-+1-+-a’+-00") (p— g—1), 
Si ona pris z, «', «” assez petits pour que 
Baste Cae ab 


-on conclura de ces deux derniéres inégalités que le cercle c; satis- 
fait bien aux conditions posées par l’énoncé du lemme. 

Or, remontons le fil de notre démonstration. Nous venons 
d’établir que, lorsque x s’éloigne de x; dans c;, aussi longtemps 
que Vinégalité (11) est vérifiée, il en est de méme des inéga- 
lités (15), (16), (17). Je dis qu’aucune de ces inégalités ne peut 
cesser d’étre vérifiée dans c;. En effet, supposons que linéga- 
Jité (11), satisfaite sur l’are x;z', cesse de |’étre au point 2’; sur 
Vare z;z', on aura l’inégalité (16), laquelle entraine, a fortiort, 


w étant un angle réel. Donc, si |z,| est assez grand, le module du second membre 
sera surement compris entre les timiles 


ey Li 2) E 
jo —a,||e)*[s— BA ape], Je —e,fa,efr + Po a] 


et, a fortiori, entre les limites 


a het 
je — 2,|[let pot 2,16], 


2 


d’ou l'on déduira les inégalités écrites. 


B. h 
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Vinégalité (11); done cette derniére est nécessairement satisfaite 
sur un arc plus grand que ajxz'. Le premier lemme est donc com- 


plétement démontré, 

Nous avons supposé, tout a l’heure, la valeur initiale y(z;) 
infinie. On voit sans peine que cette hypothése n’est pas indispen- 
sable; il suffirait de modifier légerement les formules écrites pour 
appliquer la démonstration précédente au cas ol, au point 2;, on 


a seulement linégalité 
(18) (Cay | rete avec (epee 
Je puis done énoncer le lemme suivant : 


Lemme Il. — Soit une branche d’intégrale y qui satisfait 
en un point x, a Vinégalité (18). Si |ax,| est supérieur a un 
certain nombre r, on peut entourer x, d'un cercle c, de rayon 


o= | B, [ eet eK pad Ua. ( ea 8 —&), 


@ Vintérieur duquel | y| est supérieur a |x |st'**, et sur le 


ot+it+f8 (a <i 6 <n 


contour duquel |y| est inférieur a |x 


On en conclut de la que la branche y devient nécessairement 
infinie a Vintérieur de c;. En effet, lorsque | v| croit depuis 
| °(#;)| Jusqu’a Pinfini, le point 2, variant 4 partir de x}, ne peut 
sorur de ¢;; il décrit un chemin / aboutissant en un point 2; inté- 
rieur ac;. Tragons le cercle c; relatif 4 ce point x; (en appliquant 
le premier lemme). Le chemin / sera tout entier contenu dans c¢;. 
Donc 2; est a Pintérieur de c;. 

De ces divers résultats nous déduirons le théoréme suivant : 


Sout x un point quelconque extérieur aux cercles c; décrits 
autour des infinis x; d’une branche a’ intégrale y. Pourevu que 
|x| dépasse un certain nombre fini r, la branche d@’intégrale 
considérée satisfait a Vinégalité 


AGA) =< eae 
En effet, d’aprés le second lemme, tout point x! ot iné 
et, I me, toul point 2; ou cette inéga- 


lité n’est pas satisfaite est intérieur a un cercle c;. 


Quelle est la portée du théoréme que nous venons d’énoncer? 


CROISSANCE ET ALLURE D'UNE BRANCHE D’INTEGRALE. 51 


1] est clair que ce théoréme ne nous intéressera quautant quil 
existera des points .7 extérieurs a tous les cercles c;. Nous sommes 
ainsi conduits a étudier plus en détail les cercles c; et leur distri- 
bution. 

En premier lieu, je dis que da branche d’intégrale qui est 
infinite en x; ne présente pas, a Vintérieur de c;, d’autre infint 
que xj. 

Pour le démontrer en toute rigueur, nous introduirons dans 
Péquation (10) un paramétre variable u (conformément a la mé- 
thode exposée au Cheap. 1,.§V_). 

Considérons l’équation 


1 Spy? + p(bp-4 yP-1-+... + bo) 


(19) = 
2 Fy ls walt Oo 22 ay Ya SSI 21) 


et faisons varier u deo a1. D’apres notre premier lemme ('), la 
branche d’intégrale y, de (19) qui est infinie en .; satisfait (quel 
que sow uw) a linégalité (16) dans c; et a Vinégalité (17) sur le 
contour de c¢;. D’ailleurs, aucun point de c; ol yy est fini ne peut 
étre critique pour cette intégrale. En effet, nous supposons 7 assez 


grand (p. 45) pour que |z| >~r et|y|>|2 |? entrainent 


Donec Vintégrale y, satisfait a cette inégalité dans c;. Des lors, a 
Vintérieur de c;, Q(z, vy) ne saurait s’annuler pour aucune valeur 
finie de Vp. 

Nous concluons de la que les théoremes du Chapitre I (§ V) 
sont applicables a Vintérieur et sur le contour de ¢;. 5i, pour une 
valeur py) de vu, vy n’a qu’un infini dans ¢;, elle n’en aura encore 
qwun pour les valeurs de » voisines de po. Or, nous savons que, 
lorsque p. est nul, Pintégrale yy n’a dans ¢; qu’un infini 2,3; sup- 
posons que, pour »=1, elle en ait plusieurs; alors, 11 devra 
exister des valeurs vy! de u(o <| u!| <1) pour lesquelles yy aura 
un ou plusieurs infinis sur le contour de c;; mais, d’apres l’iné- 


(1) La valeur que nous avons assignée au rayon pe de c; ne dépend que des 
exposants p, g, p’, 7’, o; elle est done indépendante de p. 
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galité (17), cetle circonstance ne peut se présenter; donc Vhypo- 
these faite est inadmissible. 

Dvailleurs, d’aprés ce que nous venons de dire, la branche 
aintégrale infinite en x; ne présente aucun point critique 
dans ¢;, sauf peut-élre au point x; lui-méme. Le point z; sera 
critique si p — q23; il permutera p— q —1 déterminations. 

Des propriétés des cercles ¢; que pouvons-nous conclure rela- 
tivement a leur distribution dans le plan de la variable x? 

Si Vintégrale y qui est infinite aux points Ly, Lo, +++ Liye 
était une fonction untforme de x, nous pourrions affirmer que 
les cercles c; relatifs aux points x; seraient tous extérieurs les 
uns aux autres (du moins pour | 2;| >). 

Appelons en effet «, un nombre positif inférieur au nombre « 
qui figure dans l’énoncé du premier lemme, et appliquons de nou- 
veau ce lemme, en remplacant # par a,, % par «: on peut entourer 
le point x; d’uncercle c; tel que l’on ait, dans ce cercle, 
| <a | aiattts, Tnercerclare 
est concentrique au cercle c;, mais de rayon plus grand; comme c;, 
il ne contient d’autre infini de y que le point z;. Dés lors, si le 
cercle c; relatif 4 x; coupait le cercle c;, 11 couperait nécessai- 
rement Je contour de c;. Il y aurait done un arc de c; intérieur 


Ly || 2 tkito.,/et sur son,contour 


ac; sur lequel on devrait avoir (premier lemme) 
ye | Sle |or1+o, 


ce qui n’est pas possible, d’apres la définition de c; : on enconclut 
que les cercles c; el Cj ne se COupent pas. 

Les choses se passent autrement lorsque Vintégrale vy est une 
fonction multiforme; il peut arriver alors que toute valeur de x 
soit intérieure a un ou plusieurs cercles c;. Mais nous pourrons 
néanmoins ramener ce cas au précédent, a condition de faire 
varier non plus sur un plan, mais sur une surface de Riemann. 

J’ai rappelé (p. 31) qu’on peut toujours regarder y comme fonc- 
tion uniforme d’un point mobile sur une surface de Riemann, 
surface formée de feuillets superposés sur lesquels on a tracé 
un certain nombre de fentes (coupures) et que relient entre eux 
des lignes de croisement menées suivant certaines coupures. 

Si p—q <3 les points x; sont, nous Vavons dit, des points 
ordinaires de y : on peut alors disposer des coupures de maniére 
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quielles ne pénétrent pas dans les cercles cj. Si p—q23, 
P—4q—1 déterminations se permutent autour de z;; la surface 
de Riemann a, par suite, au voisinage de x;, p — gq —1 feuillets 
reliés entre eux par des lignes de croisement issues de x;; d’ail- 
leurs, nous pouvons toujours disposer de ces lignes de croisement 
de maniére qu’au voisinage de x; elles coincident avec un méme 
rayon du cercle cj. Dans Pun ou l’autre de ces deux cas, le raison- 
nement de la page précédente est applicable a la surface de Rie- 
mann. Il établit que, sur cette surface, les cercles c; relatifs aux 
points x;sont tous extérieurs les uns aux autres (du moins pour 
|x| >r). 

Nous voici maintenant en état de tirer de la proposition de la 
page 5o toutes les conséquences quelle comporte. 

Etant donnée une branche dintégrale quelconque de l’équa- 
tion (10), regardons-la comme fonction uniforme d’un point 
variable sur une surface de Riemann. Sur cerre sURFACE IL EST 
TOUJOURS POSSIBLE DE TRACER DES CHEMINS DIRECTS 8 ELOIGNANT IN- 
DEFINIMENT ET NE PENETRANT DANS AUCUN cERCLE CG [11 suffit (') 
de faire passer les chemins entre les cercles c;|; EN TOUT POINT DE 
CES CHEMINS, ON A, A PARTIR D'UNE CERTAINE VALEUR DE | 2 |, L’INE- 
GALITE 


lor ied eles, 


ou ¢ désigne un entier supérieur aux degrés de tous les coeffi- 
cients a et 6 de l’équation (10). La propriété, démontrée sur la 
surface de Riemann, subsiste d’ailleurs, bien entendu, si Von 
regarde les chemins considérés comme des chemins plans. 

En quoi ce résultat distingue-t-il ?équation (10) de l’équation (2) 
étudiée au paragraphe précédent? Nous avons obtenu des inté- 
grales de (2) qui croissent plus vite qu’une certaine exponen- 


Apa pet 


uielle c’ ‘(si u > 0) quand & s’éloigne indéfiniment dans certains 
angles A [d’ailleurs le rapport de l’aire totale des angles A a l’aire 
d’un demi-plan est un nombre (1 — %) arbitrairement voisin de 1]; 


c’est pourquoi nous tions convenus de dire que la croissance des 


(+) On partira d’une droite et l’on remplacera tout segment intérieur a un 
cercle c, par le plus petit arc de ¢; qui sous-tend ce segment. Le chemin ainsi 
obtenu sera stirement direct. 
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intégrales de (2) est du type exponentiel. Au contraire, nous 
constatons que les intégrales de (10) croissent moins vite qu'une 
puissance finie de |z| lorsque x s’éloigne indéfiniment sur un 
chemin, qui est assujetti (si p—g22) a ne pas pénétrer dans 
certains cercles c;; d’ailleurs, lorsque les cercles ¢; sont infiniment 
éloignés, leurs rayons deviennent infiniment petits, et il serait 
facile de démontrer que le rapport de Vaire totale des cercles ¢; 
a Vaire de la surface de Riemann sur laquelle ils sont tracés est 
égal Ao. C’est pourquoi nous conviendrons de dire que la crois- 
sance des intégrales de (10) est du rypr RATIONNEL. 

Nous obtenons ainsi une premiére indication sur les intégrales 
de l’équation (10); mais c’est une indication bien vague encore. 
Ainsi, nous avons trouvé une limite supérieure (1) du module 
de y, mais pas de limite inférieure. I] y aurait donc leu de pour- 
suivre l’étude que nous venons d’ébaucher, et peut-étre convien- 
drait-il, pour la pousser plus avant, de particulariser le probléme. 
On ferait certainement ceuvre utile en entreprenant une série 
(études monographiques sur lallure des intégrales des divers 
types simples d’équations (1). On obtiendrait ainsi de précieux 
renseignements sur la nature des fonctions qui satisfont a ces 
équations et sur les complications qui s’introduisent lorsqu’on 
éléve les degrés des coefficients. C’est ce dont nous allons nous 
rendre compte en traitant ici méme quelques-uns des cas les plus 
simples. 


lil. — Péquation y'+ Ay+A,y+ Asy?+A3sy3=0: 
Premier exemple. 


Considérons équation 


(20) yt Agee Avy + A,y?+ A3y3=0, 


(*) Gest dans le cas ov les branches d’intégrales 7 augmentent indéfiniment 
(quand & s’éloigne vers |’infini sur certains chemins directs) qu’il est intéressant 
de connaitre une limite supérieure de |]. Si les branches y, au lieu de tendre 
vers linfini, tendaient vers une valeur finie A, on pourrait leur appliquer les 
résultats des pages précédentes, a condition de faire le changement de va- 


viable y — A = y-'. On verrait alors que 


4 2 . 
7 croit moins vite que eae 
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‘ 
ot les A sont des polynomes en x. Pour étudier en détail la crois- 
sance des intégrales de cette équation, il y aurait lieu de distinguer 
un grand nombre de cas et de sous-cas : 


lL. Supposons d’abord que Ay = A, = 0, et soient my et my les 
degrés des polynomes A, et Ay. Les intégrales de Véquation 


(21) yi +Agy?+Asyvi=o 


ou de Péquation transformée 


oe ge’ = Ao z-+ Ag 

sont, au point de vue de la croissance, du type rationnel. Admettons 
@ priort (ce quil faudra ensuite vérifier) que les intégrales s 
deviennent infinies comme une puissance déterminée 2* de z, et 
cherchons quelle devra étre, dans cette hypothése, la valeur de <. 
Les termes 32’, Ayz, A; deviendront respectivement infinis comme 
z7t', xmtt, 7m,. Puisque ces termes doivent se détruire, il faut 
que deux des trois quantités 27—1, m.+7, m3 soient égales 
entre elles et supérieures ou égales a la troisieme. D’ot les cas 
suivants : 


1. 2tT—1=m3 > m,+7. Ce cas se présentera si m3 > 2m2+1. 
2 2t—I =m. +t> M3. | bs f ‘ 

Ces cas se présenteront si m3< 2™m)+1. 
3.0 Mett=m3>27—I. | 


27—1= m3 = mMz+7. Ce cas se présentera Si m3 = 2Mg+1I. 


Il y aura lieu, si Von entreprend une étude complete de l’équa- 
tion (21), de considérer séparément ces différents cas et peut-étre 
de les subdiviser. 


II. Supposons en second leu que Ay=o, A,#4o. Le degré 
de A, étant positif ou nul, les intégrales de l’équation transformée 


Vir omen ge'= A, 32+ Ayz-+ Az 


seront du type exponentiel. On pourra leur appliquer les résultats 
obtenus au premier paragraphe de ce Chapitre. 


I[f. Supposons enfin que A, ne soit pas identiquement nul, Les 
intégrales de (20) seront alors du type rationnel. Mais il est a 
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prévoir que la croissance de ces intégrales offrira plus de compli- 
cations que celle des intégrales de Péquation (21). Les circon- 
stances les plus diverses pourront se présenter dans ce cas. 

La discussion complete de la croissance des intégrales de Péqua- 
tion (20) serait, on le voit, longue et laborieuse. Je me bornerai a 
Pétude de l’équation (21), en supposant d’abord m; > 2m2+1, 
puls m3;<2mM2+). Je vais calculer, dans ces deux cas, non plus 
seulement une limite supérieure, mais une valeur approchée 
des branches d’intégrales en un point quelconque du plan 
WOS Ge. 


Premier ExempLE. — Allure des branches d’intégrales de 
Véquation 
(22) ye == I Note te INe 


lorsque les degrés my et m; de A, et A; satisfont a Vinégalité 
M; > 2m,4-1, ¢ est-ad-dire m322 My 2. 


Posant z= /, nous pouvons encore écrire ]’équation (22) 
sous la forme 


(23) t= 2AoV/f +243. 


Nous tracerons autour de Porigine un cercle S ayant un grand 
rayon 7 (la valeur de 7 sera déterminée par diverses conditions 
énoncées au cours de la démonstration), et nous considérerons 

; ree " ehars ‘ ; NS 
une branche d’intégrale = qui admette pour point critique un 
point 2, de module supérieur a r. 


a, oy CUE j = : 
Soit le coefficient de ”: dans A;. Nous choisirons 7 de maniere 


que l’on ait, lorsque |z|> 7, 
(24) [2A3— agxms| < ] aw |ms—i+e, foAsedeh 2<Ja|? a 
et, lorsque | z|Sr, 


(25) | 2A3;—azsxs | <7ims-1+¢, | 2A» | 


e étant un nombre qui sera arbitrairement petit avec +. Suivons 
- 


alors ¢ a partir de a,. 
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1. Au point z,, z= \/¢ est nul. A partir de 2,, faisons crottre 
x indéfiniment sur un chemin direct L. Tant que Pon a sur L 
Pinégalité 


(26) © | <|e ]msbi+e, 
on a, d’aprés (23) et (24), 


1 
Mg—-+E 
|C — agaurs| << 2| x | a) : 


el par suite, en intégrant, 


1 
r Ms, —=-+€& 
OSD <akla| sig |a— xy|, 


(27) C(2)— 


& étant le nombre fini qui figure dans la définition des chemins 
directs (p. 45). ll est clair que, si lon a pris assez grand le 
rayon 7 de S, linégalité (27) entrainera a fortiori Vinégalité (26), 
quelque grand que soit eae Un raisonnement auquel nous avons 
déja eu deux fois recours (') prouve alors que linégalité (27) ne 
cesse pas d’étre satisfaite lorsque x s’éloigne indéfiniment sur le 
chemin L. 


2. Faisons maintenant décroitre #a partir de x, sur un chemin 
direct L intérieur au cercle = qui a pour centre l’origine et pour 
rayon |2,|. Tant que l’on a sur L Vinégalité 


(28 ) | C | a | By [eset Ee 


ona 


1 
vt m ae ees 
|¢’— asx 3] << 2|a| ’ 


et, en intégrant, 


1 
m3+-+€ 


a3 (Coie gms+1) RG 9k | xy | 2 


(29) DUCA Sp omgreres 


Or, si 7 est assez grand, Vinégalité (29) entraine a fortiori 
Vinégalité (28) lorsque |z| > 7. On en conclut que Vinégalité (29 ) 
ne cesse pas d’étre vérifiée sur le chemin L, a l’intérieur de &. 
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or 


Nous interpréterons les deux inégalités (28) et (29) en énon- 


cant la proposition suivante : 


Quelque petit que soit 6, on peut trouver un nombre r tel que 
la branche d’intégrale C, qui s'annule en un point critique x, 
de module supérieur a r, soit donnée sur tout chemin direct 
croissant issu de x, par l’égalité 


a: a3 + a 
(30) t= 3 = : ( =e y)oms+t oe ea a. Ou Wis 0°, 
3 i 


et sur tout chemin intérieur a> par légalité (ay) 


a a 
(31) Ca Ss ee aha. (ise vara a ou ' | ae 
m3+ I m3+ 1 


3. Les égalités (30) et (31) nous donnent, pour toute valeur 
de x, une valeur approchée de la branche d’intégrale ¢ de (23). 

Pour caractériser cette branche avec précision, nous allons 
encore nous demander ot elle présente des points critiques pou- 
vant la permuter avec d’autres branches. 

Je désignerai dorénavant par le mot caractéristigue une branche 
@intégrale suivie, a partir d’un point et d’une valeur initiale 
donnée, le long d’un chemin rectiligne. Partons, par exemple, du 
point 2» avec la valeur ()= 5? définie tout 4 ’heure et suivons 
Pintégrale ¢ le long d’une droite issue de x). Lorsque cette droite 
tourne autour de 2, et balaye le plan des x, nous obtenons ce 
que j’appellerai /’ensemble des caractéristiques tssues de xy avec 
la valeur inttiale €,. Demandons-nous combien nous rencontre- 
rons de points critiques sur cet ensemble de caractéristiques. 

En tout point critique, ¢ est nul. Or, il résulte des égalités (30) 
et (3t) que les caractéristiques ¢ ne sauraient s’annuler qu’au voi- 
sinage des (mm 3+ 1) racines de Péquation algébrique 


gms — ope 


Soit x, Pune de ces racines. Entourons-la d’un cercle c de 
rayon p=|2,|'~8, 8 étant un nombre posiuf quelconque inférieur 


(") D’aprés cette égalité, la valeur de la branche L a lorigine croit indéfini- 
ment lorsque zx, tend vers l’infini. 
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a 5. Je dis que, dans le cercle c, Vensemble des caractéristiques 
considérées présente un point critique et un seul. 


0, ona(') (si 7 est assez grand) 


En effet, pour |x ati | aoe 


| gist — gst | > 9(ms+ 1) ( | ay |—0)Ms, 


limite supérieure qui (d’aprés la valeur de o) sera elle-méme supé- 
rieure a (m3+1)|x,|"t'~8-e’, ov e! est arbitrairement petit si |x, | 
est assez grand. D’autre part, la branche d’intégrale que je con- 
sidére satisfait, dans c, a Pinégalité (30) ou (31); pour obtenir sa 
valeur sur le contour de ¢, je nai qu’a partir de x, el a me rendre 
en ligne droite 4 ce contour. En tout point du chemin ainsi suivi, 


|x| reste compris entre eral et eke) \. il résulte alors de (27) 
a py 


et (29) que les y et y' des égalités (30) et (31) ont des modules 
1 


se AP Ta . a ito . r \ : 
inférieurs 4|z,| * . On en conclura (puisque es = que, sir 
est assez grand, les termes en y et y’ sont négligeables dans (30) 
et (31) sur le contour de c; par conséquent, ¢ satisfail sur ce con- 
tour a linégalité 
(apm s+ gts 
It|> A3( xs aire) 


= | @s | | ary [mert1—B—e’ 
» 


2( m3 + I) 
et ne peut s’y annuler. 

Le résultat que nous obtenons ainsi en étudiant I’équation (23), 
nous l’aurions aussi bien obtenu si nous avions considéré l’équa- 
tion 


Ay be. AG 
C= a3r%+ pe (ve = —— G05). 
ot 2 


ot w a une valeur quelconque comprise entre o et 1. Or, 
pour » =o, lintégrale qui prend en zy la valeur Cp a un zéro et 
un seul a lVintérieur de c. On en déduit (en raisonnant comme 
a la page 51) qu’il en est encore ainsi pour ¥—=I. Cc. Q. F. D. 
D’ou cette conclusion : ensemble des caractéristiques issues 
de x» avec la valeur % présente m;+ 1 points critiques, 
Bry vey Lnary Pespectivement voisins (d’autant plus voisins que le 
module initial |%)| est plus grand) des racines de l’équation 


(1) Cf. plus haut, page 48, note 2. 
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gst! = 2+, Supposons que nous menions des coupures jol- 
enant a V’infini les points x), .--, Zmjs1 ? SI DOUS assujettissons & 
a ne pas franchir ces coupures, l'ensemble des caractérisuques 
considérées constitue une branche d’intégrale uniforme dans 
tout le plan. Nous avons calculé une valeur approchée d’une telle 
branche en tout point du plan; nous avons déterminé le nombre 
et la situation approximative de ses points critiques : ul restera 
4 examiner par quel mécanisme on peut de cette branche déduire 
successivement toutes les autres branches d’une méme intégrale. 
C’est la une question dont nous nous occuperons ultérieurement. 


IV. — Deuxieme exemple. 


Allure des branches d’intégrales de Véquation 


(22) 22 = Aoz-+ Az 


lorsque les degrés mz et m3; de Ay et A, satisfont a Pinéga- 
lité Ms<2Ms-- 1 0U M3 = 2Ms. 


Posant 


P(x) =f Ay ope ee 
0 


nous pouvons écrire l’équation (22) sous la forme 


(32) — As 


ot P est de degré m,-+ 1. Soient, respectivement, ax™ et bam! 
les termes de plus haut degré dans les polynomes A; et P. La va- 
leur des coefficients a et b étant sans influence sur Jes calculs que 
nous allons faire, je supposerai, pour simplifier l’écriture, que 
LD 

Considérons un cercle S de centre o dont le rayon r sera déter- 
miné par diverses conditions posées au cours de la démonstration. 
Nous allons étudier la branche @intégrale § qui, en un point 
donné x, extérieur aS, prend une valeur initiale que je dési- 
gnerat par O™*' et que se supposerai plus grande que armtl, 

Nous choisirons r assez grand pour que l’on ait, en tout point « 
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extérieur aS, 


at 1 
2 


| Pte) — gmey+l | Z6 ie | wv [mat | A, wins | HE ae la | 72 


et, a lintérieur de S, 
eh il 
(Pluss 2) pmy+t, LAsl< (ican 2) pms, 


Suivons alors § a partir de 2p. 


ihee die premier leu, je considérerai la branche § & Uintérieur 
d’un cercle & ayant pour centre Vorigine et pour rayon 
1 
rs (7729 + 1) | C |. 


L’équation algébrique 
P(v) + C7+1= 0 
a mMy-+-1 racines qui, si 7 est assez grand, sont respectivement 
trés voisines des m.—+1 zéros de a™:t!+ C™:+1, Entourons chacun 


ae ; 
de ces zéros d’un cercle ¢ de rayon p=27r *|C]. A lextérieur des 
cercles ¢ et de S, on aura (quand r sera assez grand) 


1 
| P= Cn | = | gimott 4 Oms+l | ee | xv [att 
et (") 
| metl i Cmstl = o( M+ T) ( | (@; | — oy viene 
aes aN pes 
>2(meti)r *\i—ar ») | Greate. 


D’autre part, z étant intérieur a ¥, 
a4 _3 
r2 ie [atid La Spe | & eer 
On conclut aisément de la que l’on peut toujours prendre 
r assez grand pour que l’on ait, lorsque z est compris entre S et = 
et extérieur aux cercles ¢, 
La 
b 


(33) | P+ Gat er | CG |7a+t, 


(1) Voir page 48, note 2. 


62 CHAPITRE II. 
Dailleurs, cette inégalité (33) continue a étre vérifiée lorsque 


pénétre dans 8, puisque, dans S, 


eae 
itr ? 
ete at 


Cela posé, suivons, a partir de #, un chemin direct L intérieur 


a Y et extérieur aux c. Tant que Von aura sur ce chemin 


— 


(34) |9(@) — Gat | <r 2 || (Cie, 


on aura, d’apres (32), 


W"}< | As| | As Comm! 
| | i | P+ Cr7art | = | § — Cm+1 | eat noe 
eae Dee 
el, en intégrant de 2) a 2, 
k\a—a,|\|A,C-™.-1 
| 6(v) — Crrtt |< i ol 3 | 


[As | étant la plus grande valeur prise par | A;|sur L, et A étant 
le nombre fini qui figure dans la définition des chemins di- 
rects (p. 45). Or, si Pon se reporte aux inégalités auxquelles 
satisfait A, et a la valeur du rayon de &, on voit que 


W213 1 


=, oe eee Dae 
(aol es (14 ro 2) emt [ams |, ae or eee 
on aura donc, puisque m3;5 2m, 


1 ; 
ae 1 2m,+1 
ae r 2) ees Ee 


(35) | O(a) — Cm,+1 | ee pe 8m HN | C [ma 


Cette inégalité est satisfaite sur le chemin L tant que Vinéga- 
lité (34) est elle-méme satisfaite. Or, si r est assez grand, 
(35) entraine a fortior’ (34). On en conclut que les deux inéga- 
hités ne cessent pas d’étre vérifiées sur L. Nous pouvons donc 
énoncer la proposition suivante : 


Soit une branche d’intégrale z de Yéquation (22) qui, en un 
pomt 2) de module supérieur a r, prend une valeur initiale 
Zy—= P(z,)+ 4, telle que [80 [>> arvt!, On peut choisir r assez 
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grand pour que, le long d’un chemin direct quelconque inté- 
rieur aX et extérieur aux cercles c, la branche z soit donnée 
? 

par Végalité (1): 
(36) &’=P(xr)+ (t+ y), (| oor 8 

2. Considérons maintenant la branche za lextérieur du cercle ¥. 
Nous partirons dun point 2, du contour de XY, ot § prend la va- 
leur 4,. Comme 5 satisfait en 2, a Vinégalité (36), |9,| est inférieur 
a 2/4) |= .2|C|™*1. D’ailleurs, pour x extérieur 4, on a 


L 
rs | ), | 


1 
| x [mat > rs | G "eat! > 
i : 2 


Dés lors, si l'on pose 


om aura, au point x, 


Ay 
[P+ o|>(i—r ®) je jet — [6] > (1 — a) | a fret. 


Cela dit, suivons, a partir de z,, un chemin direct L s’éloignant 
indéfiniment. Tant que l’on a sur ce chemin 


! 
(37) [O,<27r S| ax |mtt, 


on aura, d’aprés (32), 
ae 
| A3 | = ‘eae >) [seg ia aes 


er 1— 2 3 


[%I1< 
d’ou, en intégrant et nous rappelant que m3 S2maz, 


f eevee 
PAT eee 
es) enya eee 


| ar |e, 
et 

Cette inégalité entraine a fortiori (pour x extérieur aX et sir 
est assez grand) l’inégalité (37). Il en résulte qu’elle ne peut pas 
cesser d’étre satisfaite lorsque «x s’éloigne indéfiniment sur le 
chemin L. 

On conclura de 1a que, lorsque « s’éloigne indéfiniment sur 
un chemin direct, la branche d’intégrale z est donnée par 
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Végalité 


(39) = (1-7) P(Z)- 9, 


ou Pona 
lyi<lel?, 
si 7 est assez grand. 

En résumé, les formules (36) et (39) donnent ('), sur tout che- 
min direct croissant ou décroissant et extérieur aux cercles c, une 
valeur approchée de la branche d’intégrale z issue de z, avec la 
valeur initiale P+ 9). La branche considérée ne peut présenter 
des points critiques qu’a l’intérieur des cercles c. 


(+) Le module de la branche d’intégrale z devient infini (avec ||) comme 
| z|™+1. Nous nous trouvons donc en présence du troisiéme des quatre cas dis- 
tingués a la page 55, savoir : 2t —1=m,+7 >m,. Quand donc se présentera 
le quatrieme cas (m,+ tT = m,> 2tT—1) qui, comme le troisiéme, doit se ren- 
contrer pour m,<2m,+1? En poursuivant l’étude de l’équation (22), on ré- 
pondrait sans peine a cette question. Considérons la droite joignant a Vinfini un 
point critique 2,, et suivons sur cette droite les deux caractéristiques issues 
de x, avec la valeur critique 0. De ces deux caractéristiques, l'une seulement 
devient infinie comme | x, |”2+! : c’est de celle-la que nous venons d’étudier la 
croissance. Si nous voulions étre complets, nous devrions encore étudier la se- 
conde caractéristique et nous nous trouverions alors en présence du quatriéme 
cas : M+ tT=M,>2T —1. 
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CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 


Nous avons déja établi des distinctions entre les points singuliers 
de Véquation 
ay PRS. 


ue de Olay)" 


ot. P et Q sont des polynomes en yv. Parmi ces points singuliers, 
les uns sont algébriques et mobiles [c’est-a-dire varient avec la 
valeur initiale 77) que prend une intégrale quelconque de l’équa- 
tion (1) en un point xo], les autres sont fixes et, en général, 
transcendants. C’est sur ces derniers points que nous allons, dans 
ce Chapitre, fixer notre attention. 

Les points singuliers transcendants sont, pour M. Painlevé, de 
deux sortes : ou bien la fonction qui présente en un point X une 
singularité transcendante devient indéterminée lorsque la variable 
tend vers X sur un chemin quelconque; ou bien cette fonction 
tend vers une valeur déterminée Y. Dans le premier cas, le point X 


est dit point singulier essentiel : tel est le point x =o pour la 
1 


fonction e*. Dans le second cas, le point singulier est appelé point 
transcendant ordinaire : exemple, |’origine pour la fonction logz, 
qui, en ce point, a une valeur déterminée égale a Vinfini ('). 
Nous allons nous placer ici a un autre point de vue, et donner 
des points transcendants une classification un peu différente. 
Nous sayons qu’au voisinage d’un point singulier transcendant X 
il s’opére, en général, une infinité de permutations. Voici, d’une 
facon précise, ce qu'il faut entendre par la. Considérons un 


(1) Au sujet de ces définitions, on consultera avec profit la Notice sur les 
travaux scientifiques de M. Painlevé. Gauthier-Villars, 1goo. 
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point z voisin de X et lensemble des valeurs y que prend au 
point z la fonction y(a). Soit, d’autre part, y un cercle de rayon 
arbitrairement petit entourant le point X et xa une droite (ou 
ligne) joignant xz aun point du contour y. Nous supposerons 
que x décrive un lacet L ainsi composé : le segment Lo, puis un 
chemin fermé quelconque intérieur a y, puis le segment ax. Si, 


partant avec une valeur initiale y, ( prise dans l'ensemble 7) et 
décrivant tous les lacets L possibles, nous revenons avec diverses 


yaleurs 72, 73, .--, nous dirons que l'ensemble des valeurs v1, V2, 
V5 ae (ensemble partiel de l'ensemble y) se permutent a linté- 
rieur de y. Au cas ott, quelque petit que soit le cercle y, il existe 
un ensemble partiel infini de valeurs y se permutant dans y, nous 
dirons qu’une infinité de déterminations se permutent au volsi- 
nage de la singularilé X. 

Cela étant, on peut chercher a classer les points singuliers 
transcendants d’aprés les propriétés, plus ou moins compliquées, 
des systémes de permutations qui s’operent en leur voisinage; on 


\ 


s’efforcera, dans chaque cas, de mettre a nu le mécanisme suivant 


lequel une infinité de déterminations y s’échangent entre elles 
lorsque 2 décrit tous les lacets L imaginables. C’est une classifi- 
cation de cette nature qui sera tentée dans ce Chapitre. Ici encore, 
force m’est de me contenter d’un apercu : je signalerai seulement 
quelques cas simples que jillustrerai par des exemples. 


I. — Points directement et tndirectement critiques. 


QueJques remarques préliminaires sont ici nécessaires. 

Un point transcendant isolé X peut étre directement critique 
ou indirectement critique; il peut aussi étre a la fois directement 
et indirectement critique. 

Pour distinguer ces cas, rappelons-nous qu’un lacet L quel- 
conque peut étre décomposé en une somme de lacets élémen- 


taires (') successifs, formés, chacun, d’un chemin issu de x par- 


(1) Les lacets élémentaires seront toujours supposés ne pas s’enrouler une 
infinité de fois autour du point X. 
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couru deux fois, et dune boucle infiniment petite décrite autour 
Wun point critique unique. 

Supposons alors qu il existe en x une infinité de détermina- 
tions vy Ve, ... qui s’échangent entre elles le long d’un lacet élé- 
mentaire décrit autour du point X proprement dit : en ce cas nous 
regarderons ce pointcomme directement critique. Ainsi l’origine 
est un point transcendant directement critique pour la fone- 
tion loga, et, lorsque ) est irrationnel, pour la fonction 2”. 

Supposons maintenant qu’une infinité de déterminations de la 
fonction s’échangent entre elles lorsqu’on décrit une série de lacets 
élémentaires, non plus autour du point X lui-méme, mais autour 
d’un ensemble de points convergeant (') vers X : nous dirons 
alors que X est un point transcendant ¢ndirectement critique. 

Afin d’éclairer tout de suite cette définition par un exemple, 
considérons l’équation différentielle 


. as 
Sa 


Pour intégrer cette équation, il suffit de poser z= x. Soient , 


et (vy les deux racines de — 27+ 8m + a4= 0. Nous aurons 
dw 
rw = — (Ww — w,)(W — 2), 
dx : 


et un calcul facile nous donnera l’intégrale générale 


1 1 i 
= 2, Ca = (w — w,)* (w — 2) (CG =const. arbitraire), 
ou 
ee 5 
BA ee aS Ag = — 2 -+ < 
LW 2 We 


Q 
“~. . vy . ~ 
Si Von remarque que W, + %3= a on voll que A, et Ae sont 
6 2 


liés par la relation 


I I 
— + Sl. 
1 ds 


Sy 


b 


(1) Les points critiques qui convergent vers X sont des points critiques algé- 
briques, puisque nous ayons supposé que la singularité transcendante X était 
isolée. 
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Dés lors, Vintégrale générale de Péquation (2) se laisse mettre 


sous la forme 


1 w — 01\™ 
(3) GS ODER Ces 1 (T=) ° 


Nous allons supposer que A, et Ay sont des nombres complexes 
(quelconques) dont la partie réelle est négative. Il en est alors de 


; 1 l 
méme de —»-— + 
Me? Tes 


. 7 5 me 4 . ae | 
partie réelle R(d,) est inférieure a R(hy) et, par suite, a > 


nous admettrons, pour fixer les idées, que la 


D’aprés Végalité (3), Pintégrale z de Péquation (2) prend a lori- 
gine un ensemble infini de valeurs finies pour lesquelles m est 
infini, savoir les valeurs 

2iT 21% 


Ni a ae 5 ps \ 
fy SC=Ve! MAPCAs na 


Les branches d’intégrales correspondant a ces diverses déter- 
minations sont d’ailleurs toutes holomorphes a Vorigine, puisque, 
(apres le théoréme de Cauchy, toute intégrale de (2) non nulle 
a Porigine y est holomorphe. 

Quels sont maintenant les points critiques de l’intégrale s? Ce 
sont les points 


1 
I w \ ay 
w eee: 
We 
ot cette intégrale s’annule. Chacun d’eux permute deux détermi- 
nations. Si l’on désigne par 2» l’un de ces points, les autres seront 


2:7 D7 2:7 


Li= AE, MO INY oat ASE Be. 


Admettons, pour fixer les idées, que dans ~ le coefficient 
1 


/ . . . . . 
de \/—1 soit positif. Alors, tandis que les. points se), 9¢a5,00 
a RO gem indéfiniment, les points 2, 22, ... Convergent vers 
Vorigine. Lorigine, qui n’est pas directement critique, est donc 
point-limite de points critiques : d’aprés notre définition, elle est 
un point transcendant indirectement critique. 


Allons plus loin et demandons-nous quelles déterminations de z 


se permutent autour des points 2, 2, .... 
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Partons de l’origine avec une détermination 
S(O) Oren ((O nant Ce, 


et éloignons-nous (fig. 2) sur un rayon Og qui ne passe par aucun 
point critique 2;. Lorsque « croit indéfiniment sur une droite, la 
fonction w tend, d’aprés (3), vers Pune des valeurs w,, 2 : nous 
choisirons Og de maniére que la limite de w sott w, sur ce rayon. 
Arrétons-nous sur Og en un point g, assez Gloigné pour que (q1) 
ait une valeur « arbitrairement voisine de «,. Puis, dans le plan 
de la variable «, faisons décrire un cercle a cette variable autour 
du point «= ,; pendant ce temps, 2 décrit une courbe gy q2 
joignant le point g, au point 
21 


pane. 


A partr de q, considérons dans le plan des x le rayon q,0O, 
in 

transformé du rayon gO par le changement de variable 2! = ze ™, 
et suivons « sur ce chemin. Etant donné que (g,) est égal 


a (gz), il résulte de légalité (3) que w a des valeurs égales en 


un point quelconque du rayon q O et au point correspondant du 
rayon transformé g,O. Nous aurons donc, en appelant 2’ un point 


quelconque de q.0, 


nw 


it 207 


lim z' w(a') =e limaw(r) =e & C-, 
w= 0 ==) 


Conclusion : Lorsque x décrit le chemin fermé Ogi q29, la 
détermination C7! de z a Vorigine se permute avec la détermina- 


; 217 
tion C>'e*, Or il n’y a qu’un point critique, 2), dans l’angle 


70 CHAPITRE IL. 


7 
gi Oqz : car, lorsque x se meut dans cet angle a partir d’un point 
critique, iln’est pas possible que, « repasse une seconde fois par 
la valeur critique O aprés avoir tourné autour de , ou @». Nous 
devons donc conclure que, sinous décrivons a parur de Vorigine un 
lacet élémentaire / autour de x» (fig. 2), ce lacet permute les deux 


217 
déterminations C~! et Cte”. 
On vérifierait de méme qu'un _lacet décrit autour du 
2it aim 
point x,= xe “ permute les deux déterminations C~'e Met 
4iT 


C-'e*, etc. Le mécanisme des permutations opérées autour 


des points x; nous est ainsi enticrement connu. 


Dans le cas le plus général, Je point singulier transcendant X 
sera a la fois directement critique et point-limite d’un ensemble 
de points critiques algébriques; X pourra étre alors indirectement 
en méme temps que directement critique. Toutefois, il n’y aura 
lieu de le regarder comme indirectement critique qu’au cas ou 
une infinité de déterminations se permutent effectivement entre 
elles lorsqu’on tourne autour des points critiques qui convergent 
vers X, sans tourner autour du point X proprement dit. Or, 
il n’en est pas toujours ainsi, comme nous l’allons vérifier en nous 
arrétant de nouveau sur un exemple. 

Reprenons l’équation (2), dont Pintégrale générale a été mise 


sous la forme 
1 


(3) aaa Cae == , 
WV — We 


I ° 
et supposons que =~ soit un nombre complexe quelconque ayant 
1 


une partie réelle positive, comprise par exemple entre 1 et 2. 
D’aprés Pégalité (3) Vintégrale z de l’équation (2) prend a Vori- 
gine une double série de valeurs : 
1° Les valeurs 
217 217 
14. Onten Miah Goa Wate aan 


o a ral be Sor c > 
les branches d’intégrales correspondant a ces valeurs sont toutes 
holomorphes a l’origine. 
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2° Un ensemble de valeurs nulles (pour lesquelles «= ,); les 
déterminations correspondantes se permutent entre elles autour 
de Vorigine, qui est, par suite, un point transcendant directement 
critique. : 

Lintégrale = admet d’autre part un ensemble de points critiques 
algébriques, qui sont, comme plus haut, les points 2), 2), ... 
définis par Pégalité (4). 

Parmi les points critiques, il en est nécessairement qui per- 
mutent les déterminations nulles 4 Vorigine avec les détermina- 
tions non nulles. Nous appellerons 2) un d’eux. Si nous sui- 
vons alors le rayon x »O en quittant 2») avec lune ou [autre 
des deux déterminations nulles qui se confondent en ce point, 
nous obtiendrons deux caractéristiques ('), dont Pune nulle a 
Porigine, Vautre non nulle et égale 4 une quantité que nous 
appellerons C~'. 

Considérons maintenant le rayon Oz, twansformé du rayon Ox 


277 

par le changement de variable 2/= ze”. Si en deux points 
correspondants de Ox, et Ox, la foncuon w prend des valeurs 
égales, elle aura la méme valeur pour tout couple de points corres- 
pondants de ces rayons. Suivons alors le long de x,O les deux 
caractérisuques gui s’annulent au point critique x,. De ces deux 
caractéristiques, lune est nulle a l’origine, Pautre tend vers une 
valeur telle que 


r 


Nien oe (e3l (ei) mn (Crna 
Pe iy | 


et, par suite, 


1 
3 | 


| e 


ZO lim er 17 oy — Over. 
Fi vd |Y 
Onraisonnera de méme sur 22, 23, ... et Von arrivera aux conclu- 
sions suivantes : 
Quand, a partir de Porigine, on décrit, autour des points 2», 2, 
Hz, --. des lacets tels que / (fig. 2), le point x) permute une 
détermination nulle avec la détermination C~'; le point 2, permute 


(1) Je rappelle que j’entends par caractéristique une branche dintégrale 
suivie le long d’un chemin rectiligne a partir d’une valeur initiale donnée. 
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217 
les déterminations 0, C~'e * ; d’une maniére générale, le point 2; 
2jiT 
permute les déterminations 0 et Cte ™ . 
Pour mieux comprendre le mécanisme des permutations, Jjoi- 


enons Porigine a un point az par un chemin invariable ne passant 


par aucun point critique, et considérons en @ les déterminations 
de s qui correspondent aux déterminations que nous yenons 
d’étudier & Porigine. Nous surmonterons d’une barre les déter- 


minations de 2(z) qui s’annulent a l’origine, de deux barres celles 


qui ne s’y annulent pas. Ainsi 7» permutera 3) avec 3, 2, permu- 
= = ; “ . - T : 
tera z, avec 3,. Je dis que, si la partie réelle A (=) est comprise 
M 


entre 1 et 2, les deux déterminations )(z), 3,(z) sont différentes. 


En effet, prenons x sur le rayon O.x,. D’aprés ce que nous savons 
des caractéristiques suivies le long des rayons Ox»), Oz,, on aura 


217 217 
Po NMGE IS] (GINS Zo(a). 


Partons alors de w avec la détermination z)(2), parcourons le 


contour du cercle de centre O et de rayon |x|. Pour que nous 
DTG 


arrivions au point ve’ avec la détermination z,, il faut que la 


variable w ( = =) ait décrit, dans son plan, un tour complet de ™,; 


il faut par suite | apres Pégalité (3) et étant donnée la valeur 


I : oes bs ; 
de & (=)| que x ait décrit autour de l’origine un are égal 
M 


\ 


ra 
a an+arcxyx,. Il en résulte que les déterminations <9(z) 


et -z, (a) sont différentes et se permutent entre elles lorsque x 
tourne une fois autour de lorigine. En résumé, les déterminations 


Eto Oe foes : a Z ; 
de l’intégrale s au point x seront données par le Tableau suivant: 


“76 S15, 20) | Sin "S25, oe) 


@1, Lo, UL, Ha, OKO 


& fl 


ao 4-1, 40, 


La premiére ligne contient les déterminations qui s’annulent pour 
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x =o et se permutent autour de l’origine; la derniére ligne con- 


tient les déterminations qui ne s’annulent pas pour «0; de 


plus, chaque détermination sg; se permute avec la détermination 


correspondante z; autour du point critique 2; imsecrit au-dessus 
delle dans la seconde ligne. 


Tandis que les déterminations 3; se permutent directement entre 


elles, on ne peut permuter une détermination 3; avec une déter- 


mination 3; qu’en remontant de z; a s;, tournant autour de Vori- 


gine etredescendant de z, & 5%. En d’autres termes, pour engendrer 
une infinité de déterminations de z, on doit tourner une infinité 
de fois autour de l’origine proprement dite; si, & un moment 
donné, on tourne autour de x; (le long d’un lacet 2), on est acculé 
a une impasse : on ne peut obtenir des déterminations nouvelles 
qu’a condition de revenir sur ses pas en tournant une seconde fois 
autour de x;. Pour cette raison, nous ne devons pas regarder l’ori- 
gine comme un point transcendant indirectement critique. 

J'ai supposé (pour me placer dans le cas ot le mécanisme des 
permutations de Vintégrale z se laisse le plus simplement figurer) 
que la partie réelle de était comprise entre 1 et 2. Si cette partie 


réelle était comprise entre o et 1, plusieurs déterminations 3; cor- 


respondraient a une méme détermination z;; si elle était supérieure 


a 2, plusieurs déterminations z; correspondraient 4 une méme 


détermination s;; mais, dans un cas comme dans lautre, on ne 
pourrait obtenir une infinité de déterminations nouvelles qu’en 
tournant une infinité de fois autour de l’origine. 


ll. — L’ordre de succession des permutations. 
Premiers exemples. 


Comment poursuivre l'étude des points critiques transcendants? 
Nous inspirant des remarques faites au Chapitre I (§ [V), nous 
allons porter notre attention sar les deux ensembles dont la nature 
caractérise une fonction multiforme au voisinage d’une singularité 
transcendante X : ensemble des points critiques 21, %2, ... Con- 
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vergeant vers X; ensemble des déterminations y\, V2, --. engen- 
drées au yoisinage de X. 

De ces ensembles nous ne savons rien jusquici, sinon qu’ils 
sont dénombrables (p. 31). A part cela, il est probable qwils sont 
quelconques. Mais sans doute il existe certains cas privilégiés ou 
ils se simplifient. Peut-étre pourrions-nous rechercher ces cas et 
les classer d’aprés leur plus ou moins grande complexité. 

Si nous considérons les déterminations y,, j2, .--, mous 
remarquons qu'il y a en général entre elles un ordre de succes- 
sion. Supposons, en effet, que nous partions d’un point x avec la 


détermination y, et que nous décrivions une série de lacets élé- 
mentaires autour de X ou de points convergeant vers X (p. 67). 


Pour passer de la détermination y, 4 une détermination quel- 
conque y;, il ne suffit pas en général de décrire un seul lacet élé- 


mentaire : il faut en décrire plusieurs, permutant d’abord y, 


avec 7, puis y;, avec an et ainsi de suite jusqu’a Vie Ainsi, les 
déterminations Nae Vin ... sé trouvent rangées dans un ordre 
déterminé. 

C’est ce qui ressort clairement des exemples donnés au para- 
graphe précédent. Reportons-nous a lintégrale générale 


7% 


ate 3 I (6 == (6) NUE 
(3) Li = ROE. C2= ——<—_. (| —— ’ 
WwW — Wy \ W— We 


dans ’hypothése ot }, est un nombre complexe a partie réelle 
négative. D’apres ce que nous avons vu, les déterminations de 


sont a Porigine 
217 


2) 9(0) a2 Gal, a (a) C= te A 


eton les déduit les unes des autres en tournant successivement 
autour des points critiques appelés x,, #2, .... Ainsi, les déter- 
minations de lintégrale 5 jouissent de cette propriété remarquable 
qu'on peut les ranger suivant une série unilinéaire (en les affec- 
tant respectivement des indices 0, 1, 2, ...) dans l’ordre méme ou 
elles se permutent entre elles. 

Analysons d’un peu plus prés cette propriété en la présentant 
sous une forme différente. 
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Par chacun des points critiques 2j, menons une coupure recti- 
ligne, qui sera par exemple le prolongement du rayon Ow, limité 
par le point w; et par Vinfini. Nous appellerons cette coupure 
coupure x;. Tourner autour d’un point critique équivaut a fran- 
chir la coupure correspondante. Plus précisément, décrivons a 
parur de lorigine un lacet fermé traversant une seule fois la cou- 
pure x2; et ne rencontrant aucune autre coupure (cf. p. 3t) : ce 
lacet permute les déterminations z;(0) et ;,, (0), et il ne permute 
aucun autre couple de déterminations. Nous appellerons lacet x; 
tout lacet ainsi défini, et permutation x; la permutation corres- 
pondante. Il résulte de ce qui précéde qu'une détermination quel- 
conque 5; ne sera permutée avec d’autres que par deux lacets, le 
lacet xj_, et le lacet x;. Grace a cette circonstance, nous allons 
pouvoir rendre la fonction z uniforme en la représentant sur une 
surface de Riemann, dont la structure est paruculiérement simple. 

Considérons une suite dénombrable de feuillets plans super- 
BUSES ota) 5 + , £,, ..., ces feuillets étant affectés des 
indices ..., —1, 0, 1,... dans lordre méme ot ils se succédent. 
Puis relions chaque feuillet avec le précédent par une ligne de 
croisement placée entre £;_, et S; suivant la coupure z;_,, entre 
SF ; et £;,, suivant la coupure z;. Nous formons ainsi une surface 
de Riemann 3S: je dis que z est uniforme sur cette surface. 

Considérons, en effet, sur le feuillet S; la détermination z; qui 

2 

est égale a C~!e ™ al origine. Nous avons vu que cette détermi- 
nation ne pouvait étre altérée que par deux permutations, les 
permutations 2;_, et zj. Des lors, quand x se meut librement 
dans le feuillet $; sans franchir les deux lignes de croisement 
situées dans ce feuillet, s; reste uniforme. Si lon franchit la cou- 
pure xj, on passe dans le feuillet S544, et 3; devient z;,,. Comme 
on a raisonné sur 3;, on raisonnera sur z;,,, et ainsi de suite, 

Ainsi, la singularité présentée a lorigine par Pintégrale (3) est 
caractérisée par ce fait que 3 est unt/orme sur une surface de 
Riemann S sur laquelle il n’y a pas de fentes (coupures tn- 
franchissables) et dont chaque feuillet est relié au précédent 
suivant une ligne de croisement passant par un point critique 
unique. Il y a correspondance univoque et réciproque, d’une 
part entre les feuillets de la surface et les déterminations de la 
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fonction, d’autre part entre les lignes de croisement et les points 


critiques. 

Nous avons supposé tout a l’heure que l’exposant = de léga- 
lité (3) avait une partie réelle négative. Lorsque la partie réelle 
de % est positive (comprise par exemple entre 1 et 2), s admet au 


voisinage de 2 =o une double série de déterminations, ainsi qu'il a 
été expliqué a la page 72. Les déterminations de la premiére série, 
supposées écrites dans l’ordre ot elles se déduisent les unes des 
autres autour de l’origine, forment une série unilinéaire. Tracons 
alors une coupure suivant un’ rayon mené de l’origine a l’infini et 
ne passant par aucun des points critiques z; de z; puis construi- 
sons une surface de Riemann S, formée de feuillets superposés F;, 
reliés entre eux suivant la coupure considérée : il résulte du 
Tableau de la page 72 que le feuillet £; contient un point cri- 
tique unique, z;, de z, et que 3 est sur la surface S, une fonc- 
tion a deux branches. En Vautres termes, en tout point de la 
surface S,, 5 a au plus deux déterminations, une de la premiere 
série et une de la seconde. 

Il est assez naturel de se demander s'il existe des types géné- 
raux de fonctions présentant les caracteres que nous venons d’ana- 
lyser, ou des caractéres analogues plus ou moins complexes. Peut- 
étre trouverait-on dans cet ordre d’idées un principe de classifica- 
tion des points critiques transcendants présentés par les fonctions 
multiformes. Mais, avant d’aborder l’étude des cas généraux, il 
conyiendra de préciser davantage les indications fournies par la 
considération des cas particuliers les plus simples. 


Faisons d’abord quelques remarques complémentaires sur Vin- 
tégrale (3) dans le cas ot la partie réelle de , est négative. Au 
lieu de définir z comme fonction uniforme d’un point variable sur 
une surface de Riemann S, nous pourrions nous proposer d’ex - 
-primer les deux variables x et s en fonction uniforme d’un méme 
parameétre ¢. La question revient a établir une correspondance 
univoque et réciproque entre les points de la surface de Riemann S 
et les points du plan d’une variable ¢. Le plan ¢ se trouvera alors 
divisé en une série de régions distinctes R,, Ry, ... correspondant 
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aux feuillets $,, #, ... de la surface S, en sorte qu’d une valeur 
quelconque de ¢ il correspondra une valeur unique de s. 


Je dis que nous réaliserons une telle correspondance en posant 


24-Ay re 24-2, a 
CONC —Ag ere (COS? —=14( Ot Ay le ok Sind (Ch esconst.), 
dot résulte 
a) OSA 
ae 2(9-+A,) Se , 
QC = eM sing. 
at 1 
-s . 4 ; es fe Be ee 
En effet, d’aprés cette derniére égalité, or s'annule lorsque t= kt 


(A entier). Les valeurs correspondantes de C’x sont, lorsque k& est 


pair (A = 24’), 


lorsque & est tmpair (k = 2h4'+ 1), 


ie. (2k+1)im (= +1) : ee 
GCar=— aA ,e A ome \4 é AL 
ole . ee mn F A Ais 
Choisissons C’ de maniére que a = Xo, Lp élant le point criuique 
de s défini page 68: la fonction ¢ de x admettra comme points 


2hiTt 
critiques (a distance finie) les points 7,—= xe ™ , c’est-a-dire les 
points critiques mémes de l’intégrale z. 

Considérons alors le long de la coupure x; les deux détermina- 
tions de ¢ qui se permutent autour de x,. Lorsque x décrit la cou- 
pure zx, chacune de ces déterminations décrit (dans le plan ¢) 
une ligne continue allant du point ¢=47x a Vinfini; l'ensemble 
des deux lignes ainsi définies forme une courbe d’un seul tenant, Lg, 
qui partage le plan des ¢ en deux régions. D’ailleurs, les courbes L;, 
L;, correspondant 4 deux coupures diflérentes xj, x;, ne sauraient 
se couper, puisque x est fonction uniforme de ¢ et que les cou- 
pures 2;, Zs ne se rencontrent pas; d’ailleurs, Lj_, et Lj4, sont 
de part et d’autre de L;. Des lors, les différentes courbes Lx par- 
tagent le plan des ¢ en un ensemble de régions Ry qui corres- 
pondent point par point aux feuillets de S. On en conclut que 
Vintégrale z est une fonction uniforme de ¢. 

C’est la un nouveau trait distinct de la singularité présentée a 
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Vorigine par V’intégrale (3): on peut exprimer x el 3 en fonc- 
tion d’un paraméetre t, a(t) étant la fonction définte par 
De e hf oad = f e a 4 
Végalité (5) et s(¢) étant uniforme. 


Les diverses représentations de z que nous venons d’étudier 
sont valables pour toute valeur de 2 et non pas seulement au voi- 
sinage de Vorigine. Ces représentations caractérisent donc la sin- 
gularité 2 =o de s en méme temps que la singularité z = 0. 
Voyons comment se présenterait la singularité z= 0, si on la 
ramenait a l’origine par le changement de variable 2 = ¢~'. 

Tandis que les points critiques %,, Zz, ... de s convergent 
vers = 0, nous avons vu que les points critiques appelés x_,, 
Z_9,... s’éloignent vers l’infini. Posons alors x_, = &'. La fone- 
tion s(§) admet une infinité de points critiques es eee 
convergent vers § = 0, et, autour de ces points, dans l’ordre ot ils 
sont écrits, se permutent les déterminations 3_,,..., 34, +--+ de 3. 
Tout se passe Jusqu’ici comme pour la singularité 2 =o étudiée 
plus haut. Mais (c’est la ce quiest nouveau) l’origine est pour 3(&) 
point transcendant directement critique en méme temps que point 
transcendant indirectement critique. Reportons-nous, en effet, a 


la page 69, figure 2. Partons du point g, avec la détermination sv 
& n = a i 7” : mee = ae e S , 
de =? qui est supposée tendre vers +, lorsque q, s’éloigne indéfi- 


niment sur le rayon Oqg,, et parcourons dans un sens convenable 
le contour du cercle de centre O et de rayon Og, : nous nous 
trouvons tourner successivement autour des points critiques 2_,, 
Z_», etc. Donec, apres chaque tour, nous revenons en g, avec une 
nouvelle détermination de z. On en conclut que a une infinité de 
déterminations qui s’échangent entre elles (") autour du pointé= 0, 
déterminations qui appartiennent d’ailleurs a l'ensemble des déter- 
minations z_,; déja obtenues en tournant autour des seuls points 
critiques algébriques &;, sans tourner autour de E=o. D’ou 
cette conclusion : ia singularité §—=o0 de 3(&) se distingue de la 


BW te: = : ase: a 
singularité 2 = ¢~'=o0 par ce caractére qu’él existe au voisinage 


1 A re 4 ¢ : . 
(") Le méme raisonnement prouverait que — =o permute une infinité de 
délerminations de z, égales a Jim ,& pour §=0. 


cS 
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de §=0 plusieurs combinaisons différentes de permutations 
élémentaires (permutations opérées par des lacets élémentaires ) 
qui échangent entre elles les mémes déterminations. 

La méme particularité se rencontrera chez de nombreuses fonc- 
tions. Considérons, par exemple, la fonction »° de x définie par 
Pégalité 


v= siny+py (ite 1) 


Cette fonction admet comme points critiques algébriques situés a 
distance finie les points 2 pour lesquels cosy + pu s’annule, savoir 
les points 


a5 Fe 7 YL Xo; v,=2T— XL, 


Y= BVyp+ 2k, U3= 1+ 2T, 


Or, ces points 2; convergent vers l’infini qui est, dés lors, pour )- 
point transcendant indirectement critique. De plus, les détermi- 
nations 7, ¥2,-.-.. de y se rangent suivant une série unilinéaire, 
et on les déduit les unes des autres en tournant autour des points 
critiques 2,, 22, ... dans l’ordre ot ils sont écrits. Dés lors, en 
raisonnant exactement comme on l’a fait pour lintégrale (3), on 
obtiendra une surface de Riemann (présentant les particularités 
énumérées page 75) sur laquelle y sera uniforme. Si ensuite on 
fait le changement de variable z= §~', on constatera que, pour 
la fonction y(&), Vorigine est un point transcendant directement 
critique permutlant une infinité de déterminations, lesquelles 
appartiennent d’ailleurs a l’ensemble des y; déja défini par les 
permutations .v;. 


Il. — L’équation [p+ piv & — 


Nous allons encore examiner quelques exemples simples de 
singularités transcendantes, cherchant toujours a mettre en lu- 
miére les caractéres qui peuvent servir de fondement a une clas- 
sification de ces singularités. Voyons d’abord ce qu'il adviendrait 
du dernier exemple étudié si l’on y remplagait la fonction trigo- 
nométrique siny par une fonction elliptique. 
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Considérons, en premier lieu, la fonction 


oe dz 


w= areop (a) = { 


40 


oV(a—a)(x— b)(a#—Cc) 


inverse de la fonction p de Weierstrass. Supposons que, partant 
de l’origine avec une détermination Uy, nous décrivions des lacets 
élémentaires autour des trois points critiques a, 6, ¢: il est clair 
que la détermination (0) sera permutée par ces lacets avec trois 
déterminations différentes ui’, u®, uw. Des lors, les détermina- 
ions de w, supposées écrites dans l’ordre ot on les déduit les unes 
des autres, ne paraissent plus se ranger suivant une série uni- 
linéaire. En effet, si dans le cas de Vintégrale (3) nous obtenions 
une telle série, c’est parce qu’alors une détermination quelconque 
ne pouvait étre permutée directement (j’entends par un seul lacet 
élémentaire) qu’avec deux autres déterminations, savoir celle qui 
la précédait et celle qui la suivait dans la série. Cette condition 
n’étant plus réalisée, il n’est plus possible de construire une sur- 
face de Riemann jouissant des propriétés énoncées page 79. Soit, 
par exemple, S’ une surface de Riemann dontles feuillets £; soient 
reliés deux a deux suivant une ligne de croisement placée entre 
S;_, et £; suivant la coupure a, entre $; et $;,, suivant la 
coupure b, entre $;,, et £;,, suivant la coupure c, et ainsi 
de suite. La fonction wu n’est pas uniforme sur cetle surface S’. 
Pour la rendre uniforme, iJ faudrait tracer sur S! une série de 
coupures que la variable serait assujettie a ne pas franchir : 
savoir, la coupure ¢ dans le feuillet £;, la coupure a dans le 
feuillet Bier etc. 


Les mémes circonstances se présenteront pour la fonction y 
définie par Pégalité 
LV Ply =e = G (un Cec onsts)s 
p) pI Z . 2 4 , , , bs | , 2 
cest-a-dire pour'lintégrale générale de |’équation différentielle 


“ ieee ch 
(6) [H+ p(y =1. 


Cette fonction admet comme points critiques algébriques les 
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points 2 correspondant aux zéros de vu + p'()’). Or ces zéros sont 
des valeurs de y qui convergent vers y =. D’autre part, on satt 
que, dans chaque parallélogramme des périodes, la fonction ellip- 
tique u—+ p’(y) admet trois zéros simples et qu’a ces zéros 
correspondent des valeurs p,, pz, ps de p qui sont les mémes 
quel que soit le parallélogramme considéré ('). On en conclut que 


. cae A dx 
les pots critiques correspondant aux zéros de 7 
€ 


convergent vers 


le point 2 =o, qui est dés lors, pour y, point transcendant indi- 
rectement critique. 

Cela dit, prenons d’abord u trés petit, et suivons, a partir d’une 
valeur initiale 7’), les diverses caractérisuques de y (p. 71, note) 
issues de lorigine. En vertu des théorémes relatifs & la continuité 
des intégrales (Chap. I, § V), nous ne pouvons rencontrer sur 
ces caractérisiiques que trois points critiques : le premier @ 
voisin de a, le deuxiéme 6, voisin de b, le troisiéme co voisin 
de c. Les valeurs prises par) en ces points critiques sont trots 
zéros de w+ p'(y) situés dans un méme parallélogramme des 
périodes. D’ailleurs, si nous décrivons des lacets élémentaires 
autour des points dy, &y, Co, nous revenons a l’origine avec trois 
déterminations différentes y", ¥.?), v2), respectivement voisines 


de at, MEL a 

Faisons maintenant varier » (a partir de 1=0) en évitant de 
passer par les quatre valeurs définies dans la note 1 et modi- 
Jions Vo} les points @, 6), co varieront d’une maniere continue 
avec u et ¥y3 de méme les valeurs correspondantes de vy, ces 
valeurs étant toujours trois zéros de p-+ p’(y) situés dans un 
méme parallélogramme des périodes. Je dis que @, bo, Co sont 
des fonctions uniformes de 7, pour toute valeur fixe de u. En 
effet, si @( Va) par exemple, n’était pas uniforme, 11 devrait 
exister certaines valeurs de ‘9 pour lesquelles plusieurs détermi- 
nations de @» viendraient coincider, pour lesquelles, en d'autres 


n 


(‘) Au cas ot les deux fonctions p + p’(y) et p"(y) auraient des zéros com- 
muns, la fonction y admettrait des points critiques multiples. Mais aux zéros 
de p” correspondent quatre valeurs fixes de p’ qui sont les mémes pour tous les 
parallélogrammes des périodes. Si donc (—p) ne coincide ayec aucune de ces 
quatre valeurs, on est sur de n’avoir que des points critiques simples. 


B. 6 
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termes, y aurait plusieurs points critiques confondus en a. Or 
cette circonstance ne se présente pas, puisque les zéros de 
u + p’(y’) situés dans un parallélogramme des périodes sont des 
zéros simples (vor la note, p. 81). 

Nous concluons de la que, pour toute valeur donnée (fixe) 
de u., les divers points critiques d’une intégrale de l’équation (6) 
peuvent étre répartis entre trois séries : 1° points a; que lon 
déduit de a en faisant varier » avec continuilé; 2° points 6; dé- 
duits de 6; 3° points c; déduits de c. Ces trois séries n’inter- 
ferent jamais; si lon se donne un point critique quelconque 
@une intégrale y, on peut toujours dire sans ambiguité a quelle 
série il apparuient. D’ailleurs, a l'ensemble des caractéristiques 
issues de l’origine avec une valeur initiale donnée correspondent 
toujours trois points critiques, un de chaque série. Si nous cher- 
chons alors 4 représenter y sur une surface de Riemann, nous 
nous heurtons aux difficultés rencontrées pour la fonction 
arg. p(2). 

Ces circonstances diflérencient nettement les intégrales y des 
fonctions que nous avions précédemment considérées. Nous con- 
statons que nous avons aflaire 4 un mécanisme de permutations 
plus compliqué que tout 4 Vheure. Il se trouve cependant qu'une 
circonstance, spéciale aux intégrales vy, permet de rapprocher ces 
intégrales des exemples étudiés aux pages 78-79. 

Nous savons que la fonction w=arg. p(a) est a l’infini fonction 
méromorphe de \/z. Hen est de méme des intégrales y. En effet, 
lorsque v. est arbitrairement voisin de o et que x tend vers l’infini 
en ligne droite, y tend nécessairement vers un pdle de la fonction 
elliptique p(y), c’est-a-dire vers une valeur 4 indépendante de p. 
Par continuité, on vérifiera de proche en proche qu’il en est ainsi 
quel que soit wu. D’ailleurs on a, pour y voisin de 4, 


I 


wp ay nC Cy et) Pica yo) ) omens 


Sawn) 
dot il résulte que y — 7 est développable par rapport aux puis- 
sances entiéres de \/z. 

Ainsi, lorsque x tourne deux fois autour du point =o, y ne 
change pas. Mais on voil sans peine que tourner deux fois autour 
de =o revient a décrire six lacets fermés autour de points 
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critiques appartenant alternativement a la premiére, a la deuxiéme 
et a la troisiéme série. Dés lors, ici comme dans l’exemple de la 
page 78, deux mémes déterminations peuvent étre échangées 
par plusieurs combinaisons différentes de permutations. Par 
exemple, on obtient le méme résultat en opérant successivement 
deux permutations des séries a, c ou quatre permutations des 
séries b, c, a, b. Nous exprimerons ce fait par l’égalité symbo- 
lique (') 
(@ie) == (0% 6..a..6)). 


Soit alors y; une détermination quelconque a lorigine. Nous 
désignerons par le symbole (w) la quantité dont s’accroit 7; 
lorsque l’on opére, a partir de Vi) les permutations (a, 6), et par 
le symbole —(w) la quantité dont s’accroit vj lorsque l’on opere 
les permutations (b, a). De méme, (w’) exprimera le résultat des 


permutations (b,c) et — (w’) le résultat des permutations (c, 6). 
Il est clair que lon a les relations 


(7) ((w), —(w)) =o, ((w'), —(w')) =o. 


Je dis de plus que 


— 
[e/a] 


((w), (’)) = ((w’), (w)). 
En effet, cette relation équivaut a 


(0S AT MOON SUS CRE) ou CAaNC OF Cra by), 


, 


égalité que nous avons reconnue étre vraie. a 

Cela dit, supposons qu’a partir d’une valeur initiale yp nous 
opérions un nombre pair (quelconque) de permutations. Nous 
ajouterons ainsi a 7» un certain nombre de quantités (w), —(w), 
(w’) ou —(w’). En vertu des relations (7) et (8), Paccroissement 
de y pourra toujours étre mis sous la forme 


Beas Ce ee <  )) [Cot gs 


ce que nous écrirons 
my (w) + ry (w'), 


(') On a, d'une maniére générale, l’égalité symbolique 


Cae ONC ND, OO) =O. 
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m et n étant des entiers positifs ou négatifs. Nous appellerons (w) 
et (w!) les périodes de Vintégrale y. D’aprés la relation (8), les 
deux périodes sont commutables. Elles se distinguent des périodes 
d’une fonction elliptique en ce qu’elles n’ont pas une valeur fixe, 


mais varient avec la valeur initiale vj a laquelle on les ajoute. En 
revanche, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, ces périodes ne 
se confondent jamais entre elles. Etant donnée une valeur initiale 
quelconque, on pourra toujours dire, sans ambiguité, quelles sont 
les périodes (w), (w’), —(), —(w’) qui lui correspondent. 

Ces remarques faites, il sera facile d’obtenir a lorigine Ven- 
semble total des déterminations de l’intégrale y. Appelons vo une 


détermination initiale et Yo la détermination qui s’en déduit par 
une permutation unique opérée, par exemple, autour d’un point 
critique de la série a. Toutes les déterminations a l’origine seront 
données par les deux formules symboliques 


Y mn = Yor My (HW) + ry (w'), 


oe =o My(W) + Ny (0)'), 


met rn étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. 


Les déterminations Vm» et Ym, sont ict figurées suivant deux 
Tableaux a double entrée. Mais elles se disposeront tout naturelle- 
ment en série unilinéaire si l’on pose, par exemple, 


(0) = So» Vay=Jor 


IY =Jo+H(), ¥ 3) = Jot ('), DOs, 
vay se déduit alors de 7) par une permutation @, y,2) se déduit 
de yj) par une permutation b, 3) de V2) par une permuta- 
tion ¢, etc. Si nous affectons les points critiques des indices 1, 
2, ... dans lordre ott nous les rencontrons, nous obtenons une 
série de points 2,, 22, ... qui correspondent aux y; exactement 
comme i] arriyait dans le cas de Vintégrale (3) (p. 74). Seulement, 
les deux déterminations VirnViat quéchange la permutation 2; 
auraient pu également étre échangées par d’autres permutations. 
On voit par la combien lexistence d’une relation, telle que 
(a, 6, c, a, 6, ©) = 0, simplifie le mécanisme des permutations 
d'une intégrale y au voisinage de la singularité transcendante 
z=. Qwarriverait-il, en effet, si les périodes (w), (w!) n’étaient 


EEE 
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pas commutables? Pour échanger, par exemple, aie) + n,(w') avec 
agree m,() par une série de permutations élémentaires, on serait 
obligé de repasser par rae Alors, comme nous le disions plus 
haut, il ne serait plus possible de ranger ensemble total des 
déterminations en une série unilinéaire ot deux déterminations 
consécutiyes seraient permutées par un lacet élémentaire; ou 
bien, si Pon formait une telle série, une méme détermination 
devrait y figurer une infinité de fois. En ce cas, la succession des 
permutations serait comparable 4 un arbre dont les branches se 
ramifieraient a Vinfini; si un insecte youlait parcourir tout le bois 
de cet arbre, il devrait continuellement rétrograder vers les 
neeuds pour repartir sur les branches ot il ne serait pas engagé 
au premier passage. 


IV. — L’équation s3’=3-+1. 


Considérons |’équation 
(9) Z3= 2+. 
Cette équation, qu’on integre immédiatement, a pour intégrale 
générale 
(10) z—log(s+1)=xr—2% (a) = const. arbitraire). 
Nous allons nous demander par quel mécanisme les diverses 
branches de cette intégrale se déduisent les unes des autres. 
Soient 2 un point tres éloigné sur l’axe réel négatif et 2, un 
point trés éloigné sur l’axe réel positif. Lorsque x tend vers — 2, 
|z(x)| augmente indéfiniment comme Ja |. Au contraire, lorsque 
Zz, tend vers +2, 3(2,) peut, soit croitre indéfiniment, soit 
tendre vers —1. 


L’intégrale (10) admet comme points critiques les points ou 
s s’annule, c’est-a-dire les points 


ae Ga 0g —— ae Zo, U1 = B+ 27, 


Ces points sont tous situés sur une méme droite D perpendiculaire 
a axe réel. 
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Considérons en 2, une détermination Cy de z voisine de — 1 el 
enyisageons l’ensemble des caractérisuques issues de a, avec la 
valeur €). Un point critique au moins (soit 29) sera critique pour 
cet ensemble. Joignons alors ,a x par un chemin /) pas- 
sant entre z_, et 2% (fig. 3), puis tracons, entre les points 
x’ —7,+oitnet xv’ = x-+ 217m, le chemin /, transformé de dy par 
le changement de variable 2! =a + 277. Lorsque ¢, a partir de Ge 
décrit un tour autour de 3 =—1, x, partant de z,,serend en z'. 
Suivons alors les deux chemins é), 4, en partant de la méme 
valeur initiale €); la formule (10) montre que z aura la méme 


Fig. 3. 


valeur en deux points correspondants quelconques de ces che- 


mins; nous arrivons done en « et x’ avec une méme valeur Zo, 


laquelle est tres grande en valeur absolue si x est suffisamment 


éloigné. Je dis que la caractéristique issue de a! avec la valeur 2, 
a en x une valeur z, différente de Z). En effet, pour que z, fat 
égal a Zo, il faudrait, @aprés (10), que, lorsque x décrit le seg- 
ment «2, s décrivit un tour autour de s =—1t. Or cela ne peut 
étre, car z est, sur z'7, de l’ordre de grandeur de [x]; son argu- 
ment ne peut done croitre de 27 lorsque x varie de 2i7z. Conclu- 
sion : lorsque x décrit le chemin LE, x 2! x, Z, parti avec la 
valeur Z, revient avec une nouvelle valeur 2,3 les deux détermi- 


NALLONS Zo et 5, se permutent autour du point critique xo. 
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Si, au lieu de considérer le chemin /,;, on avait considéré le 
chemin /_, transformé de /) par le changement de variable 
I . . , A ba 
x= xX — 21x, On aurait constaté de la méme maniére que x_, 


permute 3) avec une détermination 3_,. En poursuivant notre 
raisonnement, nous arrivons done au résultat suivant : Vinté- 


grale (10) admet en 2 une série unilinéaire de déterminations 

SS is ths Pete ae que l'on déduit les unes des autres en tournant 
autour des points critiques ..., 21, %o, @1, -«. dans l’ordre 
méme oti ils sont écrits; nous retombons ainsi sur le mécanisme 
décrit ala page 74. D’ailleurs, une fois ce résultat établi pour x 
trés éloigné, on peut évidemment l’appliquer (') a toute position 
de x située a gauche de la droite D. 

Il n’en sera plus de méme si nous considérons les détermina- 
tions voisines de s en un point situé a droite de la droite D. En 


effet, mous avons dit qu’en z, 3 a des déterminations voisines 
de —1 et des déterminations trés grandes en valeur absolue 


(comparables a x, ). [l existe done au moins un point critique qui 
E {ae 
a me ; Tate 
permute {, (voisin de —1) avec une détermination 7» de grand 
module. Soit 2 un tel point critique; fo et Ho s’échangent alors 


le long du lacet Lip (2, va! a" x,). Nous savons, d’autre part, que 
la caractéristique issue de a, avec la valeur fy est encore égale 
a Co au point x; on en conclut, comme tout a Vheure, que le 
lacet L, transformé de Ly par le changement de variable 
a'=x-+ 2im permute encore C, et 7»; d’ailleurs, la caractéris- 
tique égale a 7») en z\ prend en, une valeur de grand module 7, 
différente de 79; 11 en résulte que le chemin fermé (x,2', Lic: x) 
permute Ey avec n,. En d’autres termes, % et 4, s’échangent autour 
du point z,. Le méme raisonnement prouvera, d’une manicre 
générale, que le point x; permute Cy) avec une détermination de 
grand module 7; différente de 79, 41, .-.- D’ot cette conclusion : 


1° Lensemble des caractéristiques issues de x, avec la va- 
leur Go présente une infinité de points critiques ..., £1, Xo, 
Ly, -.. Gut permutent respectivement Be VEC seh ie Mast hisore 


(') On yerra sans peine que l’on peut appliquer toutes ces conclusions a 
Véquation plus générale s3'= as + b. 
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o° ensemble des caractéristiques issues de x, avec la va- 
leur ty présente un seul point critique x, lequel permute no 


y 
ave€ so- 


Aussi, a inverse de ce qui se passait dans tous les exemples 
considérés plus haut, ¢/ n’y a pas de succession de détermina- 
tions au point x,. Une intégrale quelconque de l’équation (10) 
n’admet en 2; qu’une seule détermination ¢) tendant vers —1 


lorsque 2, tend vers + 0, et cette détermination s’échange avec 
les déterminations 7 par un ensemble de permutations qui sont 
stmultanées, non successives. 

L’exemple de léquation (10) nous apprend que la succession 
des déterminations d’une fonction multiforme peut varier avec les 
régions ou nous nous placons. Lorsque nous chercherons a carac- 
tériser cette succession, nous devrons donc toujours spécifier ou 
nous ’étudions. 


V. — Premier type de points transcendants 
de premicre espece. 


Nous venons de passer en reyue un certain nombre de singula- 
rités transcendantes présentant des particularités diverses. Ces 
parucularités sont-elles spéciales aux exemples que nous avons 
étudiés ou caractérisent-elles, au contraire, certaines catégories 
générales de points singuliers? Pour nous en rendre compte, 
nous allons rechercher sous quelles conditions une singularité 
transcendante appartiendra a tel ou tel des types que nous avons 
mis en lumiére. Nous commencerons par le type le plus simple, 
celui qui a été décrit aux pages 74-97. 

Considérons un point transcendant (isolé) non directement 
critique, mais point-limite de points critiques algébriques. Nous 
supposerons ce point a lorigine et nous appellerons (y) Ven- 
semble des branches qui se permutent entre elles au voisinage 
de o, c’est-a-dire dans un certain cercle T de centre o. Nous 
admettrons de plus que chacun des points critiques algébriques 
contenus dans I permute deux déterminations seulement. (Sil 
n’en était pas ainsi, nous considérerions que plusieurs points cri- 
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uques sont confondus et nous affecterions Vindices différents les 
diverses permutations opérées autour de ces points. ) 

Par chaque poimt critique menons une coupure joignant le 
point au contour de P. La coupure sera rectiligne ou curviligne, 
mais nous supposerons qu'elle ne s’enroule pas une infinité de fois 
autour de Porigine (cf. p. 66, note 1) et qu’aucun de ses points 
n'est point critique ou point-limite de points critiques. Si la sin- 
gularité transcendante étudiée est isolée, on pourra construire 
une infinité de systemes de coupures satisfaisant a cette condition 
et, de plus, ne se coupant pas entre elles. 

Tourner autour d’un point critique équivaut a franchir la cou- 
pure correspondante (cf. p. 31). A un point criuque 2; corres- 
pondent done (une fois que l'on a adopté un systeme déterminé 
de coupures) deux délerminations, et deux seulement : ce sont 
celles qui se permutent entre elles le long d'un lacet qui con- 
tourne 2; sans franchir aucune des coupures relatives aux autres 
points critiques. Nous appellerons 9;,,) et ¥j;2) les valeurs de ces 
déterminations a l’origine en un point fixe a liéa Porigine par un 
chemin invariable (cf. p. 72). 

Ces préliminaires admis, supposons que L'ON PUISSE DISPOSER 
DU SYSTEME DES COUPURES DE MANIERE QUA UNE DETERMINATION 
QUELCONQUE DE L’ENSEMBLE (yj) AU PUINT Z IL CORRESPONDE, SUI- 
VANT LES CONVENTIONS ADOPTELS, DEUX POINTS CRITIQUES DISTINCTS 
(EP DEUX SEULEMENT) POUVANT PERMUTER CETTE DETERMINATION 
avec p’Aurnes. Nous supposons, en d’autres termes, qu’une déter- 
mination quelconque devient uniforme dans T dés que 2 est 
assujetti a ne pas franchir deux coupures (et deux seulement), 

Partons alors d’une détermination yV() de v(x) et appelons 
%_,, po les points critiques qui la permutent. Nous pouvons poser 


yo = Y-1(2) = Yor). 
Posons ensuite ("= 79,2) : ala détermination 9") correspondra, 
outre 2», un point critique que nous appellerons x, ; nous poserons 
alors y") = Yi), Yi) = yy; et ainsi de suite. 
Les déterminations ..., y—"), y, y("), ... forment une série 


unilinéaire et on les déduit les unes des autres en tournant autour 
des points critiques ..., 2_;, Zo, 1, ... dans l’ordre des indices 
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croissants ou décroissants. D’ailleurs (puisqu’il existe par hypo- 
thése une infinité de points critiques convergeant vers Porigine 
et permutant entre elles une infinité de déterminations) lune 
au moins des deux suites (24, %o, ...), (1, L_2, ---) converge 
vers l’origine. Nous supposerons que ce soit le cas pour la 
premiere suite : alors les considérations qui précédent s'appliquent 
a des valeurs positives arbitrairement grandes de l’indice 7. 

Le mécanisme des permutations z; est donc exactement celui 
que nous avons décrit page 74. En particulier l’ensemble (y) est 
uniforme (au voisinage de |’origine) sur une surface de Riemann 
S construite comme il a été dit page 75. Cette surface ne contient 
pas de fente, et les feuillets £; et £;,, sont reliés par une ligne 
de croisement unique placée suivant Ja coupure 7;. 

Les coupures x; sont, avons-nous dit, rectilignes ou curvilignes. 
Nous allons nous borner au cas le plus simple, et supposer qu’elles 
sontrectilignes; plus précisément méme (afin de nous rapprocher le 
plus possible de l’exemple du paragraphe IL), nous allons admettre 
que fa coupure x; est placée suivant le prolongement du 
rayon 0x; compris entre le point x; et le contour I. 

Lorsque la singularité a lVorigine présente ces caractéres, 
on peut obtenir par un procédé trés simple toutes les déterminations 
qui se permutent en son voisinage. Soit ¢ un cercle concentrique 
aT ayant pour rayon 9. Puisque les points x; convergent vers l’ori- 
gine, nous sommes assurés qu’a partir d’une certaine valeur de vhs 


Fig. 4. 


era 


Oma alee o. Partons alors de Porigine avec la détermination 
qui correspond a y‘/), rendons-nous le long d’un rayon en un 
point du contour de c, puis parcourons ce contour. On voit que 
si nous décrivons le contour de ¢ dans un sens convenable (fig. 4) 


nous nous trouverons tourner successivement autour des points 
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Lj, Ljy2, +++) poimts qui permutent la suite des déterminations 


YI) GED 


uv 


D’ailleurs, quelque petit que soit 9’, on a, a partir dune certaine 
valeur de &, | vj,4| <0’. Il en résulte que, pour tourner autour des 
points xj, Xj4,, ... on peut, au lieu de décrire le contour de c, 
suivre une sptrale qui s’enroule autour de Vorigine et enlace 
les points xj, Lj41, -.. dans ses spires successives. Cette spirale 
pourra converger d’autant plus rapidement vers Vorigine que 
les points xj, Lj4,,... tendront eux-mémes plus vite vers o. 

Quel sera, dune maniére précise, Veffet d’un tour effectué le 
long de c? Placons le point xr (relié 4 Vorigine par un chemin 
invariable) sur le contour de ¢; puis, partant de x avec y), décri- 
vons wre fors le contour de ¢ dans un sens tel que nous franchissions 
la coupure x; avant de franchir la coupure 2xj_, (fig. 4). La 
nouvelle détermination obtenue en sera yJt") dans le cas ou, 


apres avoir franchi la coupure #;, nous revenons en w sans avoir 
rencontré la coupure .;,,. Dans le cas contraire, la nouvelle déter- 
mination sera y+ (k > 0). Mais l’entier k sera, quel que soit], 
infériteur a un nombre fixe m a moins que la différence des 
arguments de xj, xj,~ ne tende vers o lorsque (') 7 et k aug- 
mentent tndéfiniment. Nous écarterons ce dernier cas. [S’il se 
présentait (*), la spirale définie plus haut pourrait se réduire a une 
courbe qui convergerait vers l’origine sans s’enrouler une infinité 
de fois autour delle. | 

Dans ces conditions, nous allons obtenir un utile renseignement 
relatif a-la ou aux branches-limites de l'ensemble des détermina- 
tions (yv) (voir Chap. [, § 4). Supposons (pour pouvoir appliquer 
le théoreme de la page 26) que le cercle T ne contienne pas 
de points-limites d’intersections des branches (y); puis consi- 
dérons un ensemble partiel de déterminations (y) qui convergent 


vers une branche-limite Y, définmie par la valeur vw quelle prend 


(1) Nous supposons done que l’angle dont doit tourner le rayon vecteur Oz, 
lorsque (se mouyant toujours dans le méme sens) il va passer successivement par 
les points critiques 2,,..., 2,, augmente indéfiniment avec /. 

(*) Cest ce qui arriverait pour exemple du paragraphe IV si lon faisait le 
changement de variable 2 = ——. 
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en un point donné z. Je dis que cette branche-limite Y, est par- 
tout méromorphe dans le cercle T, sauf peut-étre a Vorigine. 

En effet, joignons (par une droite) le point xaun point quel- 
conque x’ de [. Nous sommes assurés qu’a partir d’une certaine 
valeur de Vindice & les caractéristiques issues de wx avec les déter- 
minations ), yh), ... sont toutes méromorphes au voisinage 
de zx’. Il en résulte que Y, n’a dans I d’autre singularité que 
peut-étre Vorigine (qui est alors point directement critique de Y,). 

Tl est souvent possible d’aller plus loin et de montrer que la 
fonction-limite Y, est uniforme dans le cerclel. Il en est ainsi 
en particulier lorsque l’origine est une singularité transcendante 
de l’espéce qui nous occupe pour l’intégrale générale de l’équation 
différentielle 

= = S (2,4), 

ou f est uniforme au voisinage de 2 = 0, y = Y. Nous nous con- 


tenterons d’énoncer ce résultat sans démonstration. 


Les points transcendants que nous étudions présentent cette 
particularité que lordre de succession des permutations «; est un 
ordre déterminé. En d’autres termes, ul y a correspondance uni- 
voque et réciproque entre un point critique et son conséquent 274). 
Si donc on considére xj,, comme étanl une certaine fonction 
discontinue de x; (définie pour les valeurs x,, x2, ... de xj), 
cette fonction est uniforme ainsi que son inverse. D’ailleurs 
on peut transformer cette fonction discontinue en fonction continue 
au moyen d’une formule d’interpolation. Placons-nous dans le cas 
particulier ot l’on peut choisir la fonction continue de maniére 
qu elle sot holomorphe (') dans un cercle TY ayant pour centre 
le point transcendant que nous prendrons comme origine. Cette 
fonction (si l’on remplace 2; par z) sera de la forme 


(11) C(@)= Cyr + CoH?+..., 


(*) On reconnaitrait aisément qu’il en est ainsi lorsque l'ensemble des branches 
(y) est défini par une équation différentielle y'= f (x, 7), ot J est méromorphe 
pour & voisin de o et y égal aux branches (7). 
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et lon aura 


Brie OC a) ), Lj. = o[9(x;)], Bet ete 


-G 


Par hypothése, les points w; convergent verso. Nous supposerons 
ici plus précisément que, guel gue soit x dans un cercle V de 
centre 0, la fonction o|9...[¢(x)]...] tende uniformément 
vers o lorsque le nombre des 9 superposés croit indéfiniment ('). 
Nous appellerons la fonction 9 période ‘des points critiques; la 
singularité transcendante que nous étudions est alors caractérisée 
par ce fatt quwil lut correspond une période des points 
critiques unique. 

L’existence @une période des points critiques permettra d’ob- 
tenir simplement une représentation de la fonction y (7), analogue 
a celle qui a été donnée page 77. 

Placons-nous (je me bornerai a l'étude de ce cas) dans ’hypo- 


Lis ees ae 
“* admet une limite non nulle et différente 


these ot le rapport 


: 
de 1. Cette hypothése revient 4 admettre que le coefficient c, du 
développement (11) n’est égal nia o nia 1. Nous allons chercher 
a faire un changement de variable 


(12) U=U(r)=—khx+ koxw?+... 
jouissant de cette propriété que les égalités 
U;—= VU (23), Uin1 = Y (241) 
; : ae 
entrainent, pour une valeur quelconque de Vindice ¢, 


Uj+4 = Cy Uj. 


Nous aurons 
C,uz;=kyeyaj; thee, e7+... 


et [en remplacant 24, par 9 (x:)| 


Ujay = hy (ce, aj;4- cc? +...) + ke(eyvi+...)?+.... 


(1) On pourrait présenter la méme hypothése sous la forme suivante (que l’on 
démontrerait étre équivalente) : posons ®(|z|)=|c,a2|+]|c,2?|+...; on 
suppose que la fonction P[®. Pe @ Gia crs «| tend uniformément vers o lorsque 
Je nombre des ® superposés croit indéfiniment et que | a@| est inférieur a un 
certain nombre positif 7. On voit que, ‘si cette hypothése est satisfaite pour un 
certain systeme de valeurs des |c|, elle est strement satisfaite pour toutes les 
valeurs moindres des |c|. — Nous ne nous demanierons pas ici s’il existe des points 
transcendants de l’espéce étudiée ne satisfaisant pas aux diverses conditions posées 
ci-dessus; la question, toutefois, vaudrait Ja peine d’étre ctudiée. 
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Si nous identifions, dans ces deux égalités, les coefficients des 
puissances semblables des x;, nous aurons, pour déterminer les /j, 
les égalités suivantes : 

( ky( ey — Cr) = ky C2, 
(13) k3(¢r—.c}) = kye3+ 2kecy ee, 


Puisque c, n’est pas égal a 1, les relations linéaires (13) permet- 
tront de déterminer successivement kz, k3,... en fonction de ky 
qui reste arbitraire (non nul). Ainsi, il sera toujours possible de 
cealculer les coefficients de la série (12). Reste a monirer que cette 
série est absolument convergente au voisinage de x = o. 

Pour établir ce point, nous aurons recours a lartifice suivant. 
Supposons que les modules des coefficients ¢2, ¢3, ..., élant d’abord 
nuls, croissent a parur de o[cela de telle sorte que la fonction 9(z) (') 
conunue a satisfaire dans I aux conditions énoncées page 93]. 
Lorsque les modules | c, |, |¢2|, ... sont tres petits, la série (12) 
converge certainement dans tout cercle P, intérieur aT. Est-il pos- 
sible que, pour certaines valeurs des c, cette série cesse de con- 
verger dans I’, et converge seulement dans un cercle I’ concen- 
trique et intérieur aT, ? 

Je dis que cela est impossible. Et, en effet, appelant x un point 
quelconque du contour de I, posons 


(14) x' = (a), Dai (I) Ba os ak! == @(ahk-9), 


D’aprés Vhypothése relative a la convergence uniforme de la 
fonction oon. |e a)) a i on peut toujours trouver un entier k 


tel que le point 2 correspondant a un point x quelconque du 
contour [T, soit intérieur au cercle IT’. La fonction b(2) sera 
alors holomorphe pour les valeurs considérées des c. Or on aura, 
par définition, 


U( a) = 74-1) bait), 


égalités qui ne peuvent évidemment cesser d’étre vérifiées lorsque 


(1) Voir p. 93, note 1. 
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les coefficients c varient d’une maniére quelconque a partir de o. 


Il en résulte que, si U(x) est holomorphe pour certaines valeurs 
de v, U(a) est nécessairement holomorphe pour les valeurs 


correspondantes de 2. Donc (a) ne cesse pas d’étre holomorphe 
dans le cercle , tout entier. Con. ie Ds 


L’existence de la fonction L une fois établie, nous sommes 
certains, puisque 4,0, que la fonction inverse de | est une 
fonction holomorphe de w au voisinage de w= o. Or, d’aprés les 
caleuls de la page 77, nous saurons exprimer les deux va- 
riables vy et u en fonction uniforme d’un méme parametre t. 
Le probleme se trouvera done également résolu pour les 
variables y et x. 


V1. — Définition générale des points de premiere espéce. 


Nous avons insisté quelque peu sur le type le plus simple de 
oints transcendants, celui dont nous avions rencontré un cas 
P 
particulier aux pages 67-73. Il nous sera facile maintenant de 
passer a des types plus généraux, en nous inspirant des divers 
exemples étudiés aux paragraphes II et IV. 


1° Supposons, d’une maniere générale, que l’on puisse ranger 
Vensemble des déterminations (y) | qui s’échangent entre elles, par 
les permutations x; ('), dans un cercle T entourant Porigine ] en 
une série unilinéaire ot chaque détermination ne figure qu’une 
fois ou un nombre fini de fois; supposons, d’autre part, que lon 
puisse disposer les coupures définies page 89 de maniére qu’a tout 
couple de deux déterminations consécutives il corresponde une et 
une seule permutation élémentaire échangeant ces déterminations : 
nous dirons alors que l’origine est un POINT TRANSCENDANT DE PRE- 


MIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU PREMIER TYPE. 


(1) Si Vorigine était un point transcendant directement critique, il y aurait une 
infinité de points critiques confondus a l’origine. Mais chaque nouveau tour décrit 
autour de lorigine (échangeant deux délerminations nouvelles) constituerait une 
nouyelle permutation. Nous considérerions donc qu’autour de Vorigine s’opérent 
une infinité de permutations, les permutations ..., Z,, ©, +.., Lj, +--+ 
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Dans ces conditions l’ensemble (y) sera uniforme (au voisinage 
de Vorigine) sur une surface de Riemann 5, dont chaque feuillet 
sera relié au précédent suivant une ligne de croisement passant 
par un point critique unique, Il y aura correspondance univoque 
et réciproque, d’une part entre les feuillets de la surface et les 
déterminations de la fonction, d’autre part entre les lignes de croi- 
sement et les points critiques. 

2° Supposons quil existe un ensemble partiel de détermina- 
tions ¥\, V2, -.- (déduites les unes des autres par les permu- 
tations w;) qui jouissent des propriétés énoncées ci-dessus, mais 
qu’en outre la détermination y; soit échangée, par un nombre fint 
de permutations 2j,;, jo, +--+, Zj,4, avec un nombre fini de déter- 
minations nouvelles y;1, Vj,2, +++) Yj,e qui, de leur cété, ne 
s’échangent (par permutation élémentaire ) qu’avec y; (les permu- 
tations 2;4, ..., Zj,~ constituent alors des impasses, comme il a été 
dit page 73): lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que lorigine est 
UN POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE 
ELT DU SECOND TYPE. 

Dans ces conditions, on pourra encore construire la surface de 
Ruemann $; mais sur chacun des feuillets de cette surface (ou sur 
certains d’entre eux) la fonction (y) pourra acquérir an nombre 
fini de déterminations. D’ailleurs, du groupe de déterminations 
représentées dans le feuillet £;, on ne pourra passer a d’autres 
groupes qu’a condition de franchir l'une des deux lignes de croi- 
sement qui relient J; aux feuillets £;_, ou JA Cle Pago. 

3° Supposons encore que Von puisse ranger l'ensemble des 
déterminations (7) en une série unilinéaire ..., 74, V0, V1) ++) 
ot chaque détermination ne figure qu’une fois (ou un nombre fini 
de fois), deux déterminations consécutives quelconques étant 
échangées par une permutation élémentaire unique. A la série des 
déterminations (7) correspond alors une suite de permutations 
ElCMENIAITES 15/244 Hoy ine aes supposons que dans cette 
suite ne figurent pas toutes les permutations que l’on peut opérer 
au voisinage de l’origine. Cela revient a dire [ puisque toutes les 
déterminations (y) figurent dans la suite ..., Yoo, +». | que deux 
mémes déterminations (y) peuvent étre échangées par plusieurs 
combinaisons différentes de permutations (cf. p- 78 et sui- 
vantes ). Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que Porigine est un 


CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS TRANSCENDANTS. 97 


POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA SECONDE SORTE ET 
DU PREMIER TYPE. 

Dans ces conditions, l'ensemble (7) sera uniforme (a Vintérieur 
du contour entourant Vorigine) sur une surface de Riemann 5, 
dont chaque feuillet sera relié au précédent par une ligne de croi- 
sement passant par un point critique unique; mais sur chaque 
feuillet (ou sur certains feuillets) se trouveront des fentes (cou- 
pures infranchissables) : ces fentes joindront au contour de T 
les points eriuques dont nous ne nous seryons pas pour déduire 
les unes des autres les déterminations ..., y_1, Yo; V1, +++) en 
d’autres termes, les points critiques qui ne figurent pas dans la 
suite ..., 24, Zo, 2, .... ll y aura correspondance univoque et 
réciproque entre les feuillets de la surface et les déterminations de 
la fonction, mais non plus entre les lignes de croisement et les 
points critiques. 

4° Enfin, lorsque Vorigine présente a la fois les particularités 
qui caractérisent les deux derniers cas définis, nous dirons que 
Vorigine est un POLNT TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA 
SECONDE SORTE ET DU SECOND TYPE. 


VU. — Exemple de point transcendant de seconde espéce. 


Je n’entreprendrai pas de donner ici la définition générale des 
points transcendants d’espece supérieure a la premiére. Je me 
contenterai de montrer par un exemple qu’il existe effectivement 
de tels points. 

Considérons l’équation différentielle 


(15) Boi Ng SrtA ge 


ot. Ay et A; sont des polynomes en @ dont les degrés m, et mg 
satisfont a linégalité m;22m,+ 2. Grace aux résultats obtenus 
au Chapitre II (p. 56-60), il nous sera facile d’étudier le méca- 
nisme des permutations d’une branche d’intégrale de (15) au 
voisinage de x=. A ttre d’exemple, nous allons examiner le 
cas ol m;= 2, d’ot résulte m,= 0. L’équation (15) peut s’écrire 
en ce cas 


(16) s= Vt, C= YC+322+ar+h 
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[car on peut toujours effectuer un changement de variable de la 
forme (¢, AG) (x, 4’x) rendant les coefficients de \V/¢ et x? égaux 
a1 eters |! a= 

Nous avons vu (p. 5g) que sur Vensemble des caractéristiques 
de (16) issues de Porigine avec une valeur initiale trés grande ¢; 
se trouvent m3-+ 1 (ici (ro/s) points critiques que nous appelle- 
TONS La,j, b,j) Ve,j- Ces points sont d’autant plus éloignés que | C;| 
est plus grand, 2,7, %e,j Etant alors trés voisins des racines (autres 
que ¢a,;) du polynome 2? — 77, |. 

Menons par les points critiques dune intégrale ¢ des coupures 
rectilignes joignant ces points a l’infini. Le syst¢me de coupures 
ainsi construit satisfait aux conditions de la page 89 : mais @ une 
-détermination donnée correspondent, cette fois (suivant les con- 
ventions adoptées p. 89), non plus deux, mais érovs points eri- 
tigues pouvant permuter cette délermination avec d’autres. 
Cette constatation nous suggére lidée de rapprocher l’intégrale ¢ 
de la fonction 

RY p(y)=z2+C 


étudiée au paragraphe II de ce Chapitre. 
Partant de l’origine avec la détermination (; décrivons un lacet 
élémentaire autour du point z,,;. Nous obtenons une nouvelle 


détermination ¢;,, a laquelle correspondent trois points critiques, 
dont lun est xq ;, les deux autres £5 ;,1, Zc. j,, étant respective- 
wh J+ J+ 
ment trés voisins des racines (autres que 2q,;) du polynome 
zi — £7 ;. Par conséquent, lorsqu’on opéere la permutation £q,j, 
les points critiques xj, £c,j subissent des déplacements qui, st 
Vona pris | £a,j| asses grand, sont arbitrairement petits par 
TAPport a\Xp7\, | Lag |: 

Tracgons alors dans le plan des ¢ un cercle D de rayon assez 
grand pour que, lorsque ¢; est extérieur 4 D, les points cri- 
liques %a,j, b,j, Le,j sovent tous supérieurs au nombre r défini 
page 96 (ce quiassure la léeitimité des calculs des pages 56-60). Par- 
tons d’une valeur initiale ¢; extérieure & D et opérons une série 
de permutations élémentaires qui nous raménent a l’origine avec 

e bine enh F ASS ‘ : 
des déterminations Gray Cs, ... toutes extérieures a D, Nous dé- 


sigmerons respeclivement par La,j,K, ---) Le,j4x les trois points 
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critiques correspondant a Chee qui sont voisins (comme nous venons 
de le voir) des points critiques Ba PURLt)) 265. Ce gether) COTress 
pondant a Cy. Opérant ainsi de proche en proche a partir 
de ig nous ferons correspondre a chaque détermination (, un 
point critique et un seul de chacune des séries a, 0, ¢. 


Cela dit, désignons par le signe (w) la quantité dont s’accroit G; 
lorsque l’on opére, d partir de fj, une permutation de la série a 
suivie d'une permutation de la série 6 : ce que nous exprimerons 
par Pégalité symbolique (cf. p. 83) 

(eo =O) 

Posons de méme 


—(w) = (6, a), YO =n (ody KAD —(w')=(e, b). 


Si nous appelons ¢; la détermination déduite de ¢j par une per- 
mutation élémentaire opérée, par exemple, autour du point cri- 


tque de la série a, toutes les déterminations yj, seront données 
par les deux formules symboliques 


| | Vy pein Cw Pa gy (WE iy, (al) eg 
(17) j = | 
Vi My (W) + yy (H") +..., 
My, Ny, My, Ny, ... étant des entiers positifs ou négatifs. Tout se 
passe jJusqu ici comme dans |’exemple de la page 83, ot l’on trou- 
vera l’explication des symboles que nous employons ici. Mais, 
dans les formules de la page 83, les combinaisons de permuta- 
P2%g 

tions (w), (w’) satisfaisaient a une relation remarquable qui nous 
avait permis de rassembler tous les termes en (w) et tous les 
termes en (w’) : c’était, a savoir, la relation de commutabilité 


(18) ((), (") = (w’), (w)) ou (Gigli eC, eh, @) = Ox 


Aurons-nous, dans le cas des intégrales ¢, une relation sem- 
blable? 

Pour effectuer successivement les permutations (a, b,c, a, b, c) 
il suffit de s’éloigner de l’origine vers Vinfini le long d’un rayon, 
puis de tourner deux fois dans un sens conyenable autour de I’in- 
fini. Se peut-il que ces deux tours décrits autour de l’infini ne 
modifient pas la valeur de ¢? 


Univ. of Arizona Library 
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Nous savons que les caractéristiques issues de l’origine avec la 
valeur initiale €; ne sont pas indéterminées pour © =, mais 
deviennent infinies comme x? [égalité (28) de la page 57]. Posons 
alors 
6 S00; 20 =— 3220+ ae V0+3e2+4a7+ 8: 


la branche d’intégrale § que nous considérons au voisinage de l’in- 
fini y prend une valeur finie. Faisons maintenant z — €~2. Dire 
que l’intégrale finie 0 n’est pas altérée lorsque 2 décrit deux tours 
autour de 2 revient a dire que cette intégrale f est une 
fonction holomorphe de § au voisinage de 2-0. Or unecalens 
facile montre que @ satisfait a ’équation 


10 j : 
(19) aE = 6(0-— 1) 2ty) ac Eee 
i) 


Cette équation admet une infinité d’intégrales 4 égales a 1 
pour §=0; mais lorigine est en général pour ces intégrales 
un point singulier transcendant. Crest la un fait que Pon véri- 
fiera aisément en substituant a 4 un développement holomorphe 

| 


ad coefficients indéterminés 
= te Ont SS Cyrene 


et constatant que ce développement ne saurait satisfaire a |’équa- 
tion (19). L’équation (1g) appartient au type d’équations que nous 
étudierons aux pages 124-126; pour représenter ses intégrales il 
faudrait faire appel a un développement procédant suivant les puis- 
sances de € et de logé. 

Conclusion : la relation de commutabilité (18) n’est pas satis- 
faite pour les intégrales §. Dés lors, dans les formules (17), nous 
n’avons pas le droit d’intervertir l’ordre des termes, et, pour dé- 
duire les unes des autres l’ensemble des déterminations d’une 
intégrale ¢, il faudra que nous revenions indéfiniment sur nos pas 
(Gla pe 89). 

Lorigine, par conséquent, n’est pas, pour Péquation (15), un 
point de premiére espéce. 
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T . x Cans, , ¢ , ° 
VIL. — Point @espéece supérieure dégénérant en point 
de premiére espéce. 


Donnons une derniére application des méthodes développées 

dans ce Chapitre en disant quelques mots de l’équation (') 

(20) Se 9.05 31, 

qui appartient a la catégorie étudiée aux pages 60-64 | équation (15) 
ott Mz S2 Mz |. 

Posant s = 2?+- 4, nous avons obtenu une valeur approchée de 
la branche d’intégrale 4 qui prend en un point xy (supérieur a un 
certain nombre 7) une valeur initiale C? plus grande que 27? (p. 60). 
Cette valeur approchée représente § sur tout chemin direct (crois- 
sant ou décroissant) issu de xy, sauf 4 Vintérieur de deux cercles c,, 


Cy. ayant respectivement pour centres les points x =C, 2’ =—1C, 


cA, : ; 
et pour rayon 9 =2r *|C|(p. 61). D’ailleurs la branche d’inté- 


grale considérée ne présente aucun point critique a lextérieur et 
sur le contour des cercles ¢,, Co. 

Appelons Zy la valeur (?) a Vorigine de la caractéristique z issue 
de 2» avec la détermination x; + C?. Suivant notre méthode habi- 
tuelle, nous allons chercher 4 déterminer les points critiques 
situés sur l’ensemble des caractéristiques issues de l’origine 
avec la valeur initiale Zy. 


Lemme. — Considérons L’équation 
(21) LL =aL-+-\, 
dont Vintégrale générale est 

” 


(22) soar emis =2(r+h) (h = const.). 


(*) Afin d’arriver a un résultat simple, nous prenons comme exemple une équa- 
tion intégrable. La fonction x de 6 = s — a est en effet définie par une équation 


de Riccati que l’on sait intégrer. 
(*) Cette valeur croit indéfiniment avec C d’aprés l’égalité (36) de la page 63. 
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Pour une valeur donnée de h, l’intégrale (22) admet comme 
points critiques (points ot Z s’annule) les points 


ih, 


Yy=- Ss log— 
xv 

Ces points (tous situés sur une méme droite) convergent vers 
Vinfini, et nous avons déja décrit en détail (§ IV) le mécanisme 
des permutations qu ils opérent. 

Considérons, en particulier, l'ensemble des caractéristiques 
issues de Vorigine avec une valeur initiale Z,. Pour cet ensemble, 
deux des points y; seulement seront critiques (vou p. 86-87 ), 
soit les points jy et 4;. Supposons de plus que, partant de o avec 


Figaro: 


la valeur Z,, on décrive (dans le sens de la fleche) un contour ferméT 
entourant les points Ho, 41 (fig. 5) : ce contour opérera (') une 
permutation unique, savoir la permutation (ig, VA) qu’opérerait 
un lacet élémentaire décrit autour du seul point critique 7». En 
d’autres termes, si nous appelons Lle contour 0, T, 0’, J, 0 ( fig. 5) 
composé du contour T et dun lacet élémentaire décrit autour 
de mo, nous pouvons affirmer que la branche a’intégrale Z issue 
de lVorigine avec la valeur Zy est holomorphe a@ Vintérieur 


de \.. 


(") Cest la une conséquence immédiate des résultats obtenus page 87, d’apreés 
lesquels , permute Z_, et Z,, n, permute ye Zs etc. Il faut, il est vrai, pour que 
ces résultats s’appliquent a l’origine, que l’origine soit située d’un certain cdté 
de la droite qui joint les points critiques ‘n;. Sielle était de Pautre cdté, tous les 
points n; seraient critiques pour l’ensemble de caractéristiques que nous considé- 
rons (p. 87); mais cette circonstance ne saurait se présenter ici, car notre ensemble 
de caractéristiques, étant conforme aux résultats de la page 62, ne présente pas 
de points critiques a lextérieur d’wn certain cercle c. 
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Ces remarques faites, considérons Péquation auxiliaire 
(23°) as’ = [(1— p) e+ apa|s+t, 


oul uw est un paramétre variant de o a1. Cette équation coincide 
avec l’équation (20) pour %.==1 et avee l’équation (21) pour == Oo. 
D’ailleurs les résultats des pages 60-64 lui sont applicables. Posant 
done 

Pyle) = (1— Lor + pa, 


déterminons C, par Végalité Pulz) + Ci =o qui donne 


—_») 


p——x =C?, et appelons Zo, la valeur a Vorigine de la 
caractéristique zy de (23) issue de x» avec la valeur initiale 
Pu(ao)+ Cj. Nous savons que Vensemble des caractéristiques 
issues de Porigine avec la valeur Zo.y, ne présente aucun point cri- 
tique a lextérieur de deux cercles de centres = iCy, cercles quit 
coincident avec les cercles cy, cy, définis page 101. Nous allons 
en conclure que l’ensemble des caractéristiques issues de Vori- 
gine avec la valeur initiale Ly présente deux points critiques 
et deux seulement dans le cercle c,. 

Partant de o avec Ja valeur Zo.y, Suivons dans le sens de la 
fleche (fig. 6) le contour fermé Oa,c,a’,O composé du segment 
rectiligne oa deux fois parcouru et de la circonférence c¢,. Je dis 
que nous nous trouverons opérer une permutation unique, c’est- 
a-dire la permutation qu opéreratt un lacet élémentatre décrit 
autour d’un seul potnt critique hoy. 

En etfet, donnons a Zo 9 (= Z,), dans le lemme de tout al’/heure, 
une valeur telle que 4» soit intérieur ac, : d’aprés ce que nous avons 
vu, la proposition énoncée est bien vraie pour » =o. Lorsque 
ensuite u croit de o a1, le point critique yoy se déplace avec 
conlinuité a partir de 7), sans sortir d’ailleurs du cercle c, (puisque, 
quel que soit u, l'ensemble des caractéristiques que, nous considé- 
rons ne présente aucun point critique sur le contour de c,). De 
plus, jo.y est toujours [d’aprés la forme de léquation (23)] un 
point critique sémp/e de sy. Il en résulte que, si nous appelons ¢ 
un lacet élémentaire issu de a, et décrit autour de No,p, nous 
pourrons (lorsque v. variera) déformer ce lacet avec continuité ue 
telle sorte que les caractéristiques qui s’annulent en %o,y ne pre- 
sentent jamais aucun point critique sur le contour de J. 
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Appelons alors L le contour a, ¢,, a, l, a, (fig. 6) composé 
du contour c, et du lacet 7, et considérons dans ce contour la 
branche d’intégrale qui, au point a, est égale a la caractérisuque 
issue de O avec la valeur initiale Z, ,. Cette branche est holomorphe 
dans L pour p =o, et, puisqu’elle n’est jamais singuliére sur le 


contour L, elle reste holomorphe dans L lorsque p. croit deoat. 
On en conclut que la permutation opérée par le contour cy équi- 
vaut a la permutation opérée par le lacet élémentaire /. 

Imaginons alors que nous décrivions une série de tours sur le 
contour c, dans le sens direct : nous nous trouverons opérer une 
série de permutations élémentaires (une par tour) autour des 


points Nowy, Ary) --+) eb si, apres chaque tour, nous nous rendons 
a Porigine le long du rayon @,0, nous y obtiendrons la suite des 
déterminations Z,,, Z2,,, ..-. Nous en concluons immédiatement 
que ensemble des caractéristiques issues de l’origine avec la va- 
leur initiale Z;,y, présente dans c, deux seuls points critiques 4» 
et N(kAA) ue 

Les raisonnements qui précédent s’appliquent au cercle c, 
pour » <1. Nous pourrons faire les mémes sur le cercle c,, et nous 
aboutirons alors aux conclusions suivantes, ot! on pourra faire 
=e 

1° L’ensemble des caracléristiques (Z), tissues de Vorigine 
avec la valeur initiale Zy présente (dans le plan des x) quatre 
points critiques et quatre seulement, dont deux sont a U inté- 
rreur de c, et deux a lintérteur de cy. 

2° A partir de la valeur Z), décrivons dans le sens de la 
fleche (fig. 6) un contour fermé, L,, ainsi composé : le seg- 
ment oa@,, le contour c,, le segment a,az, le contour C2, le 
segment a,0; décrire ce contour revient a opérer deux permuta- 
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tions élémentaires, la premiére autour d’un point critique joy 
situé dans ¢c,, la seconde autour d’un point critique a), situé 
dans c,. Mais, d’autre part, ensemble des caractéristiques (3)o 
pour lequel les points joy, 4),y Sont critiques ne présente aucun 
point singulier (p. 101) a Pextérieur des deux cercles c,, cy : par 
conséquent, décrire le contour L, ci-dessus défini revient a faire 
décrire a 2 un tour complet autour du point 2 =o. Je dis que 
Vensemble des caractéristiques (3)y est holomorphe a Uinfini, 
en sorte que le contour L, nous raméne a lorigine avec z= Zp. 
Pour le vérifier (cf. p. 100), il suffit de se rappeler que 
(= s— x?) tend vers une valeur finie pour s égal aux caracté- 
ristiques (3) et 2 tendant vers l’infini (p. 63) : d’ailleurs (p. 60), 
§ satisfait a équation différentielle 

J 
(24) OS eee 
si lon pose alors 2 = =-! le théoreme de Cauchy montre que les 
intégrales 4 qui sont finies au point £—=o sont holomorphes au 
voisinage de ce point. 


Ainsi le fait suivant se trouve établi : da permutation élémen- 
taire opérée autour de Nou équivaut a la permutation élémen- 
taire opérée autour de yoy. On obtiendra, dés lors, toutes les 
déterminations d’une méme intégrale z en tournant autour des 
seuls points critiques ..-, 4_1,u,) Nlo,ws “iu, --- que nous avons 
obtenus tout a l’heure. Ces déterminations se rangeant d’elles- 
mémes en série unilinéaire, nous constatons que /’origine est, 
pour les équations (23) et (20), un point transcendant de 
premiére espéce. C’est un point de la seconde sorte et du pre- 


mier type (voir p. 97). 


CHAPITRE IV. 


POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 


Le Chapitre précédent a surtout fait ressortir ’immense multi- 
plicité des cas que l’on aurait A envisager si l’on tentait une classi- 
fication complete des points singuliers transcendants. Ayant jeté 
ce coup dil d’ensemble sur les routes 4 explorer, nous allons 
considérer, unmoment, une famille de points singuliers aujourd’hui 
classiques: les points jadis étudiés par Briot et Bouquet ('). Quelle 
est la place de ces points dans notre classification générale? Com- 
ment en retrouverons-nous les propriétés en nous placant au point 
de vue que nous avons adopté dans ces Lecons? Si lon y regarde 
de pres, on s’apercevra que les points de Briot et Bouquet appar- 
tiennent, en réalité, 4 des types tres divers, types qui ne seraient 
pas comparables entre eux si leur étude n’avait été envisagée d’un 
point de vue trés spécial (cf. Introduction, p. 3). Aussi n’est-ce 
qu'une classe de ces points que nous allons étudier, classe a la 
vérité importante. 

Considérons l’équation différentielle 


d 
(1) 2 As yt Agy?+ AGI = Ao AS Vat ee 05 


équation qui peut encore s’écrire 
(G25) ioe 222'= A3;+ Aoz + A, 32+ Apgzi+t+A_jz'+.... 


Supposons que Vorigine soit un zéro simple du coefficient Ay, 


(*) Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations 
différentielles (Journal de l’Ecole Polytechnique, t. XXI, 1856). Les points de 
Briot et Bouquet ont été étudiés par MM. Poincaré, Picard, Autonne, Bendixson, 
Horn, Dulac, etc. Consulter a ce sujet l'article de M. Painlevé dans l Encyclo- 
padie der Mathemat. Wissensch. : Gewohnliche Differentialgleichungen, t. Il. 
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le second membre de (2) étant d’ailleurs holomorphe au voisinage 
des valeurs o de x et s. Dans ces conditions, Vorigine est, en géné- 
ral, un point singulier transcendant des intégrales 3 (voir p. 12). 
Nous allons nous proposer d’étudier allure de ces intégrales au 
voisinage de = 0. 
Soient 
Ag =@(a+ %2+ a. H?-+...), 
As=6B+Bir+.... 


Lorsque x et 3 sont tous deux tres petits, les termes prépondé- 
rants dans l’équation (2) sont les termes 233', a2, 8s. Or, ’’équa- 
tion limitée a ces lermes se trouve coincider avec Péquation dont 
nous avons fait une étude détaillée aux pages 67 et suivantes. 
Nous prendrons done cette équation 


(3) Pe aa eet OW 
pour point de départ, et, d’aprés ses propriétés, nous distinguerons 
a priori divers cas. 

Reportons-nous (p. 67) aux exposants 


2 Q 


, a " 
2WPo 


—2+ - 


Wy 


qui figurent dans Vexpression de lintégrale générale de léqua- 
tion (3). Nous avons vu que ces exposants satisfont a la relation 
invariante 
I 
prauaee 
il en résulte que les parties réelles de A, et A, ne sauraient étre 


toutes deux positives. D’ot les cas suivants (') (le symbole & signi- 
fiant partie réelle) : 


(A) aA Rir2) 203 


1° ), et Ay complexes; 2° A, et Ay réels irrationnels ; 3° A, et dg 


réels rationnels. 


(B) ROq) <0, R(Ax) Oo: 


(*) Il faut écarter le cas of l’on aurait A, =%, A, = —1; car, en Ce Cas, a serait 
nul et lorigine ne serait plus un zéro simple de A,. 
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1° A, et Ay complexes; 2° A, et Az réels irrationnels ; 3° Ay et As 


réels rationnels. 
(C) Mt — he ==) OF 


Je me contenterai d’examiner ici les cas les plus simples et les 
mieux connus : ceux ott Ay et Ay sont complexes, et celui ot ces 


quantités sont réelles et de signes contraires. 


I. — Valeurs des caractéristiques a Vorigine. 


Pour étudier l’équation (2) nous aurons recours a Péquation 


auxiliaire 
(4) 223';=an+ 82+ p[(A3—axv)+(A.— B)s + Azis?+...] 


qui renferme un paramétre py variant de o a 1, et qui coincide avec 
’équation (3) pour p= 0, avec l’équation (2) pour » =1. Nous 
étudierons ('), en premier lieu, Vallure d’une caractéristique aux 
environs de 2=o. Puis nous déterminerons le mécanisme des 
permutations qui s’opérent au voisinage de l’origine, et nous recon- 
naitrons que ce mécanisme est exactement celui que nous avons 
décrit plus haut aux pages 74-76. 

Commencons par l'étude des caractéristiques. Nous savons [vorr 
Pintégrale générale (3) de la page 74] que, pour » = 0, les deux 
caractéristiques z de (3) qui s’annulent en un point critique 2, 
tres voisin de l’origine restent trés petites tout le long du rayon 
x,0. De plus, lorsque les parties réelles R(d,) el A(Az) sont né- 
gatives, ces deux caractérisuques sont différentes de o et holo- 
morphes & l’origine; lorsque A(A,) est positif, Pune des caracté- 
risuques issues de xz, s’annule a l’origine comme x4, l’autre est 
non nulle et holomorphe. Je vais établir que ces particularités 
subsistent quand le paramétre p. varie avec continuité a partir 


de o. 


Pour » voisin de o, les caractéristiques’ 3 issues de x, resteront 


(*) Gest cette étude que nous avons appelée, au Chapitre Il, Etude de la 
croissance dune branche d’intégrale. Il s’agit de considérer les branches indt- 
viduellement avant de passer a l’étude de leurs échanges. 
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tres petites au voisinage de lorigine, et il en sera ainsi tant que 
| |S 1, A condition que x, soit intérieur a un cercle [ de centre o 
suffisamment petit. En effet, soit 2 un point de TP: si, quelque pres 
de Porigine que soit x, les caractérisuques considérées avaient 
en x un module supérieur & un nombre fini fh, il résulterait du 
théoreme de Cauchy appliqué a léquation (4) que ces caractéris- 
tiques seraient holomorphes autour de xz dans un cercle de rayon 
fini; elles ne pourraient done admettre comme point critique un 
point 2, arbitrairement yoisin de l’origine. Ainsi, les caractéris- 
tiques 3 sont arbitrairement petites lorsque le rayon de T est lui- 
méme asses petit; on peut donc toujours déterminer [ de maniére 
que le second membre de (4) converge absolument dans ce cercle 
pour z égal a Pune des caractérisuques qui s’annulent au point x). 

Faisons le changement de variable s = xv Jo de maniére a mettre 


Véquation (4) sous la forme 


z ‘s A3—a4@ > 
(5) aU=—2f+8Vl+2- | : = t Crh — py +...]. 


Les termes non écrits forment un développement (') procédant 
suivant les puissances de x\/[=s, lequel converge absolument 
dans T pour z égal aux caractéristiques que nous considérons. 


coe Ae —— or 2 oe 
D’ailleurs, oe » A,— 8 et tous les termes qui figurent dans 
les crochets contiennent z en facteur. Nous pourrons done tou- 
jours prendre T assez petit pour que les caractérisuques ¢ satis- 
fassent dans ce cercle a linégalité 
(6) Jrti+2t—SV¥f—2|<pev EI, 
¢ étant un nombre donné arbitrairement petit. Dans le cas paru- 
culier ov |@| serait borné, on pourrait de plus déterminer le rayon 
de T de maniére que lon ait dans ce cercle 
(7) |at’i+of—BYf—a|<ph|z, 


A étant un nombre fini indépendant du rayon de I. 


Cela posé, soit d’abord R(A,) <0, RCA) <o. 


(1) La somme de ces termes est de la forme: z V& x développement par rapport 


aux puissances de s. 


Ilo CHAPITRE IY. 


Considérons, sur un rayon aboutissant a l’origine, le dernier (') 
point critique z, présenté par une caractéristique ¢. Le long du 
rayon x, (les extrémités exceptées) les théorémes de continuité 
sont applicables a la caractéristique ¢. Or, nous savons que, pour 
u = 0, C est infini et méromorphe a l’origine. Je vais en conclure 
quid en est encore ainsi pour v réel et voisin de o. Plus généra- 
lement, je dis que, si la proposition est vraie pour p<p'<1, 
elle ne saurait cesser d’étre vraie pour p = p’. 

En effet, on suppose que, pour p = p!—e (e arbitrairement 
peut), la caractéristique [ (qui admet 2, comme point critique) 
est infinie a l’origine et holomorphe au voisinage de 7 = 0 le long 
de x,0; dés lors on peut déterminer un nombre ¢ tel que l'on ait 


cUmeqonpour jz |< co etm am. 


(Ci, 


H étant un nombre donné arbitrairement grand. Partons d’un point 


x de £,0 ou l’on ait cette inégalité : on aura sur co 


[BY¥C+ 2] +peVv [C1 <8ie), 


6 étant arbitrairement petit avec p, et, dans ces conditions, l’iné- 
galité (6) donnera 


Cae 
puna 
Ss 


& 


x 


Pa 


Intégrons entre x et o : nous obtiendrons 


x! 


| [lost + loge | 


<8flogie |". 
az 


a 


Or, lorsque z’ tend vers o (x restant fixe ), [log.x |’ est tres 

— x 

SN al iw, at ye ° 
grand par rapport a 0 [Hog x le : Vinégalité obtenue exige donc 
que log¢, et par suite ¢, deviennent infinis a lorigine tandis que Cx 


reste fini. GcOn Eo: 


Soit maintenant R(A,) > 0, R(As) <o. 
Nous savons que, pour p = 0, Pune des caractéristiques ¢ issues 


(1) Le plus rapproché de Vorigine. 
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de x, est infinie a Porigine. La démonstration précédente prou- 
vera done quil en est encore ainsi quand v. croit a partir de o, 

Considérons, d’autre part, la caractéristique Cu qui pour p= o 
tend vers la valeur finie 7. Tout le long de 2,0 cette carac- 
téristique est une fonction continue de w au voisinage de p=. 
Nous pouvons done déterminer le rayon de PF et les nombres 0 
et vw de maniére que pour 2, intérieur a TP et pSy’ on ait, 
lorsque |x| <o, 


<&, 


cao wy 


e étant un nombre donné arbitrairement peut. Prenant alors pp’, 

considérons sur 2,0 un point x arbitrairement voisin de Vorigine, 
¥ . a Vi Ste eae ‘ & x Reese 

ou Gy prenne la valeur € voisine de ), et appelons w? (le long 

de wo) celle des caractéristiques de l’équation 

(8) w(=—2f+BYl+a 

qui est égale a J au point x. Toujours en yertu des lois de conti- 

nuité, cette caractérisuque ? a Vorigine est voisine de 7; elle 

y est done égale a 7 | puisqu’elle ne saurait étre qu’infinie ou égale 

a 7 (p. 108)]. D’ailleurs, on aura sur xo. 

(9) l\w—w,|<e, 


e’ étant arbitrairement petit en méme temps que e. 
Posons maintenant ¢,—= 2+ 9. Nous pourrons remplacer /%y, 
par le développement. 


lequel converge pour 4 voisin de o. 
En particulier, nous pourrons toujours prendre ¢ assez petit 
pour que les inégalités (g) et 


(10) [Ol/<d<e 


entrainent (') 


(!) On le yérifie en développant, par rapport aux puissances de (w—- ,), les 


ey: I : a 
coefficients —, — du développement de ors 
20 


I 
sw 
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D’ailleurs, |¢,| est par nypothése fini sur 2,0. Des lors, on 
peut déterminer le rayon de L de maniéere que Von ait sur zo 


Vinégalité (7). Et, par conséquent, sé Von a pris x asses petit 


= Scene . 3 
pour que hx sott inférieur a 


—, on aura le long de zo 


i /E 
oe 
a ae 


6) 
eC +20y, a(w ) = 
: \ 


2¥ 4 


Si, maintenant, nous nous rappelons que «? satisfait a Péqua- 
2, 


tion (8), que (,—= 7" - Vv enque A; —— 9 » nous pourrons 


2 Wy 
écrire ce résultat sous la forme 


d( a-)) 


Gi) |#6’—2, 9] oye ou ae 


<6 pe | a+) |. 


L’inégalité (11) sera satisfaite le long de 20 @ condition que 
Vinégalité (10) soit elle-méme satisfaite sur ce chemin. Or 4 est 
nul au point w. Donec (10) est satisfaite au voisinage de x sur un 
certain segment xz’ de vo. Intégrons l’inégalité (11) le long du seg- 


ment x2’. Tout le long de ce segment on a 


| gal | = W x [-1- RAD), 


w étant un nombre positif constant. Dés lors, nous aurons, puisque 


R(y) > 0 et W(x) =0, 


= e 7 \x| 
20(2)|<ave.o [|e -rRara)a| 


Y [x'] 
RA) ) 


2 oe |B [=a (: - = 
RA ) ap 

et x (par suite z') sont assez petits, cette 

inégalité entraine, a fortiori, Vinégalité (10). On est donc con- 

duit 4 une contradiction (') en supposant que linégalité (10) cesse 

d’étre satisfaite en x’; en d’autres termes, les inégalités (10) et (11) 


Il est clair que, si ¢ 


sont vérifiées tout le long de xo, et Cu— ?_est inférieur a 6 a 


(') Raisonnement déja employé p. 42 et 4g. 


POINTS SINGULIERS DE BRIOT ET BOUQUET. 113 


Vorigine. Ce résultat est valable d’ailleurs, quelque petit que soit a. 


Or, st nous faisons tendre x vers 0, nous pouvons prendre 3 
de plus en plus petit. Donec % est nécessairement égal a «? 
HauL 2-0. 

Cette démonstration établit que, sil’ona Cu (0) = 7 pourn=o, 
on a encore cette égalité pour wSy!. De proche en proche, elle 
établira que €,(0) reste égal a w? tant Quejisu. CAGc EAs 


Hl. — Etude du cas PK) 05 R(Aa) <0, 
Ay et hg complexes. 


Considérons ensemble des caractéristiques 3 de l’équation (4) 
issues de Vorigine avec une valeur initiale @ voisine de o. 

Lorsque »= 0, cet ensemble jouit de la propriété suivante, 
mise en lumiére par lanalyse de la page 72: il ne présente dans 
tout le plan qu’wr point critique 2,, d’autant plus rapproché de 
Vorigine que aest plus petit. 

Les lois de continuité, applicables partout sauf au voisinage de 
Vinfini ('), montrent que la propriété subsiste pour » voisin de o. 
On peut donc trouver un cercle I de centre z = o et des nombres 
u,, @ tels que, pour |u|<p, et |a|<a,, l’ensemble des ca- 
ractéristiques issues de Vorigine avec la valeur initiale a ne 
présente qu un point critique dans le cercle TY. 

Tracons un cercle y concentrique a IT, contenu dans [, mais 


contenant z,. Soient, d’autre part, z un point fixe et z la valeur 
en x de lune quelconque des deux caractéristiques issues du 
point z, avec la valeur critique o. Nous allons chercher une 
expression analytique qui représente z pour les valeurs de ax com- 
prises entre les cercles y et T. (Nous prendrons I assez petit (*) 
pour que le second membre de l’équation (5) converge absolu- 
ment en un point quelconque xv du cercle T pour z= z et |u| 1.) 

Nous remarquerons d’abord que, si wu, et |, | sont suffisam- 


(*) Il n’y a pas a s’occuper de l’origine, puisque les caractéristiques considé- 
rées y sont holomorphes (si @ n’est pas nul). 
(2) Cela est toujours possibie d’aprés les remarques de la page 109. 


B. 8 
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ment petits, /a valeur initiale = sera (pour | uw. | a U4) irés votsine 
de w,a. Reportons-nous, en effet, 4 lintégrale (3) de la page 70, 
qui n’est autre que Vintégrale générale de (4) pour »= 0. Afin 
d’obtenir des caractéristiques qui présentent des points critiques 
arbitrairement pres de l’origine, il faut, dans cette intégrale, 
donner & la constante C des valeurs de plus en plus grandes; or, 
Végalité (3) de la page 70 montre que, lorsque |C]| croit indé- 
finiment, tend vers «2. quel que soit x. 

Donnant alors 4 || ‘une valeur quelconque inférreure a p4, 


prenons I’équation (5) et faisons-y 
I rvs 
C= we +u. 


En développant \/ par rapport aux puissances de w et nous rap- 
pelant la valeur de },, nous mettrons l’équation (3) sous la forme 


(12) DU! = hole + C49 + Cnn X27 + C4, VU + Eng U2? +... , 
les e étant des coefficients que nous nous dispenserons de calcu- 


ler. Appelons u la valeur initiale (voisine de zéro) u = 


SI's 
| 
. 
ah 


Le second membre de (12) converge absolument pour u yoisin de 
zéro et pour x intérieur au cercle ; il converge, par conséquent, 
pour x et u voisins de x et U. 

Cela posé, introduisons I’équation anxiliaire 


(13) LU = hot + vey) + €g9x?+...], 


ot y est un paramétre que nous ferons varier de o a 1. 

Le coefficient dilfférentiel w’ est une fonction holomorphe des 
trois variables 2, u, v, pour w voisin de w, et pour x voisin de o 
et x mais non nul. Dans ces conditions, les théorémes de conti- 
nuité permettent de développer par rapport aux puissances de y 
(autour de lorigine, sinon en son voisinage immeédiat) Pintégrale uw 
de (13) qui est égale & w au point x. Cette intégrale sera de la 


forme 


(14) U = WV+ Ugve+..., 


et les coefficients u (voir p- 37) seront déterminés par les équa- 
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tions dillérentielles linéaires 


wu, =hou,+ termes en a, wv, ..., 


(15) cu, = atts termes en @uy, 272 U4, 
15 - 


GU, = hgUg + termes en w?, Tu}, ..s 


les seconds membres de ces équations étant, par rapport a uw, 
Wo, -.., des polynomes dont les coefficients sont conyergents tant 
que le second membre de (12) est lui-méme convergent. 

La premiére équation (15) admet Pintégrale générale 


u=haer+oe[lythyect+...] (h constante arbitraire ), 


la fonction entre crochets étant holomorphe (') dans le cercle I. 
Portant cette valeur dans la seconde équation (15), nous obtien- 
drons Vintégrale générale 
YL (oe 


Ug=hyes+haoa[ly tle te...) 4+ ao [leo t+ lyat...], 


fh, étant une constante arbitraire et les fonctions entre crochets 
étant holomorphes dans P. Mais nous avons le droit de supposer 
que h, est nul, de méme que toutes les constantes arbitraires qui 
figurent dans les développements de w3, u,, etc. En effet, il est 
clair quil nous suffit de conserver dans l’expression générale (14) 
de Vintégrale w une seule constante arbitraire h; cette constante 
sera déterminée de maniere que uw prenne une valeur initiale 


donnée (7) w en un point donné zx. En poursuivant alors notre 
caleul, nous vérifierons sans peine que wu; est de la forme 


ug = 23 [39 +-13,2 +...] +272 AxS[l,, +03, 2 +...J+rh?x™[l,,+...], 
et, dune maniére générale, que ux est de la forme 
Upg=L*[Upot...] ak hars| lig +...J +... ar hk-l aha fUi-) 


les fonctions entre crochets étant holomorphes dans I. 


(1) Le calcul qui donne l’intégrale générale de la premiere équation (15) 
montre en effet que la fonction /,,+ ¢,,2 +... converge autour de =o, dans 
le cercle ot le second membre de |’équation est lui-rméme convergent. De méme 
plus bas pour les diyerses fonctions qui sont entre crochets dans lexpression 
de u,. 

(2) La valeur de xs, et par suite celle deh, ne sera déterminée qu’a un mul- 
tiple de 2e%*% prés. Pour la déterminer tout a fait, nous supposerons que dans 


a= eles on prenne pour loga la détermination de plus petit module. 
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= = 22 
Donnons en particulier A fs Ol Bh wv eS — ia w2) une valeur 


répondant aux conditions énoncées page 113, en sorte que len- 


semble des caractéristiques issues dew avec la valeur wu ne présente 
aucun point critique dans la couronne circulaire ¥ limitée par les 
cercles y et T. Alors, d’aprés les lois de continuité, le développe- 
ment (14) reste absolument convergent dans la couronne %, quel 
que soit vy entre o et 1. On en conclut que ce développement est 
une fonction holomorphe des trois variables v, x, ha: pour|y|<1, 
gx situé dans T, et | xv: | inférieur 4 un certain nombre ¢. En par- 
ticulier, pour y=1, la branche d’intégrale définie par lavaleur 


initiale u est développable, dans la couronne %, par rapport 
aux puissances de x et hx. 

Lorsque / prend la valeur particuliére o, le développement (14 ) 
converge dans tout le cercle I’, et représente une intégrale partt- 
culiére U qui est nulle a Vorigine et holomorphe dans V. Nous 
appellerons Z, (=a \/ 2 + U) Vintégrale correspondante (nulle et 
holomorphe a lorigine) de I’équation (4). 

Soit maintenant / dilférent de o. Lorsque x, dans la couronne ¥, 
décrit un tour autour de Vorigine, ha change de valeur : plus 
précisément, la constante h est multipliée par e~?**:, Supposons, 
pour fixer les idées, que le coefficient de ¢ dans dy soit positif, et 
tournons dans le sens direct : alors, a chaque tour, le module de h 
décroit, et le développement (14) ne cesse pas d’étre convergent. 
D’ailleurs, lorsque x tourne ainsi indéfiniment autour du cercle y, 


A tendant vers 0, la valeur 3 de 3 au point x tend vers la va- 


leur Z,(a2) que prend en x Vintégrale particuliére Z,. 


Nous avons établi ces divers résultats en donnant a || ume va- 
leur comprise entre o et p,. Avant d’aller plus loin, montrons que 
ces résultats resteront valables tant que | U. | Shs 

Soit 7 un nombre tel que w [donné par le développement (14) | 
soit une fonction homolorphe de x, ha, u et vy pour Ree srs 
POS ey ereg A ee pu et |w1SwW Si. Il est clair (') que, r restant 


4 ; é ae F : 

(') Les paramétres p et v Jouent ici le méme réle, et nous aurions pu nous 
contenter d’introduire un de ces paramétres au lieu de deux; mais il est commode 
de se servir tantot de l’un, tantét de l’autre, suivant les besoins du calcul. 
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fixe, p, pourra étre pris d’autant plus grand que y’ sera plus peut. 
Datilenne lorsque la limite yy tendra vers 1, la limite y! tendra 
vers une limite diflérente de zéro (') : on peut done trouver un 


nombre y, tel que w soit holomorphe pour pees lceeer; 
oe SU tel Baa 

Reportons-nous alors a lexpression de wz (p. 115) et appelons M;, 
la plus grande valeur prise, pour |2|< 7, par expression 


j= < 


| | kat 
Dells Vl lgel| + + WYP e, 


7=0 


Puisque wu est holomorphe, lasomme des modules des termes (enz, 
h*: et v) du développement - est convergente dans les limites 


que nous nous sOMmmMes assignee ; hous sommes donc assurés que la 


k=@ 

série N Mx(ry,)* est une série convergente : nous en concluons 
a 
&=1 

que le développement (14) reste convergent tant que Raps; 


pe pry; [has |< ry: 

Convenons en particulier de toujours prendre pour valeur 
de e!*" celle qui correspond a la plus petite détermination du 
logarithme. Alors, nous aurons ce résultat : pourvu Que H sorr 
ASSEZ PETIT, ON PEUT DETERMINER DES NoMBRES /! ET 7” (7 <r" S71) 
TELS QUE (QUELS QUE so1eNT |u| ET |v| ComPRIS ENTRE O EY 1) LE 
DEVELOPPEMENT (14) REPRESENTE UNE FONCTION HOLOMORPHE DE 2 
er hos poor rT <2 | 07" er | h|< HH. 

Partons maintenant du pointar (<< | L |< r”) avec une valeur ini- 
tiale (7) w assez voisine de U(x) pour que la valeur correspondante 
de # ait un module inférieur & H; puis tournons indéfiniment 
autour de lorigine dans la couronne de centre 0 or’ <<] a7| <7". 
Si nous tournons dans un sens convenable A décroit indéfiniment 
(p- 116); done le développement (14) ne cesse pas de converger, 
et s tend vers Vintégrale particuliére Z,. 


(1) Pour v=o, les intégrales uw de (13) ne présentent aucun point critique en 
dehors de l’origine et de Vinlini. Il est donc impossible que le développement (a4) 


sse de converger pour v=0,|z|Sr, | Az’ “(Sr 
(*) Cette valeur est déterminée univoquement d’ yore la note 2 de la page 115; en 


Be ice ala valeur uw de U(z) correspond la seule yaleur o de h. 
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Les caractéristiques issues de x avec la valeur uw ne peuvent par 
hypothése présenter des points critiques de module inférieur a7” 
si ce nest a lintérieur du cercle I’ de centre o et de rayon 7”. 
Combien en présentent-elles? 

Donnons-nous a ’origine une valeur initiale @ voisine de o, a 


laquelle nous ferons correspondre (comme nous Pavons expliqué 


page 113) des valeurs déterminées 5, uw de s et uw au point 2, et, 
par suite, une valeur déterminée de h. Pour que A soit nul, il faudra 
que a soit nul également; déterminons alors, autour de a= 0, 
une région A telle qu’a une valeur de a@ située dans A corresponde 
une valeur de h de module inférieur 4H. Lorsque @ variera dans A, 


les valeurs correspondantes de z, uw, 4 engendreront des fonctions 


continues de a. D’ailleurs, ces fonctions seront uniformes : en 


effet, quel que soit a dans A, 2 sera, nous l’avons vu, un point 


r 


dholomorphisme pour Vintégrale zs égale a z au point az; il ne 
pourra donc pas arriver que deux déterminations de 2(a) viennent 
se confondre 

Cela dit, considérons l’ensemble des caractéristiques issues de 
Porigine avec une valeur @ située dans A. D’apres ce que nous 
avons vu page 113, On pourra toujours trouver un nombre y, tel 
que, pour » réel et inférieur a y,, Pensemble considéré ne pré- 
sente qu’un point critique dans le cercle I’ de centre o et de 
rayon 7’ [et par conséquent, dans le cercle concentrique I” de 
rayon 7”, puisque le développement (14) est, par hypothése, ho- 
lomorphe entre I” et P"]. Supposons alors que pour p2y, cet en- 
semble présente plusieurs points eriuques dans I’: il faudra, 
d’aprés les lois de continuité, que pour = p, il ait des points 
criuques sur le contour méme de I’, par conséquent, que pour 
u==p4—e il ait des points critiques situés entre I’ et I et voisins 
du contour de I’. Cette circonstance ne se présentant pas, nous 
pouyons conclure que, quel que soit u entre o et 1, “ensemble 
des caractéristiques issues de Vorigine avec une valeur initiale 
a situce dans A ne présente qu'un point critique dans \'. 

Jusqu’ici, le mécanisme des permutations opérées au voisinage 
de iencahe est le méme pour I’équation réduite (3) et pour 
Péquation (2). Cette similitude va se manifester encore dans l'étude 
que nous allons faire des permutations opérées directement autour 
de l’origine. 
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Prenant Ra quelconque entre 0 el 1, reportons-nous de nouveau 
a Péquation (5) et posons 
C=wi+t 
de maniére a mettre ’équation (3) sous la forme 
(17) BE = Apt in @ + Gon v2 Ay et Ag t? 0... 


Il résulte du paragraphe précédent (p. 113) que l'une des carac- 
lérisuques ¢ issues d’un point critique x, voisin de o est nulle 
a Porigine (¢ étant égal a w7). Nous allons étudier cette caracté- 
risque ¢. 

Prenons un point xz sur x,0 et soit ¢ la valeuren x (valeur voi- 
sine de 0) de la caractéristique ¢. Je dis que L’ENSEMBLE DES 
CARACTERISTIQUES ISSUES DE Z AVEC LA VALEUR INITIALE ¢ EST 
REPRESENTABLE AU VOISINAGE DE L’ORIGINE PAR UN DEVELOPPEMENT 
PROCEDANT SUIVANT LES PUISSANCES ENTIERES DE & ET DE CX 
(¢ étant une constante arbitraire ). 

Considérons, en effet, l’équation auxiliaire 


(18) et'=hyt+v[dyxr-+...], 


ou y est un parameétre variant de o a 1, et étudions ensemble des 


caractéristiques issues de 2 avec une vaieur initiale ¢ voisine de o. 


Pour y= 0, cet ensemble ne présente aucun point critique, l’ori- 
gine exceptée. Des lors, pour y voisin de o, il n’aura aucun point 
critique dans une couronne circulaire de centre o (soit lorsque 
est inférieur a 


e1< |x| <0), 9, étant arbitrairement petit si |v 


un nombre y, assez petit. 
Procédant alors comme a la page 114, nous pourrons repré- 
senter l'ensemble des caractéristiques ¢ par un développement 


(19) b= hy 40392 --.... 


absolument convergent pour 


Vi inn Qise | 2) = 0, < 1) ailleurs, 
les ¢, (p. 119, éq. 15) sont des polynomes en cx [e constante 


arbitraire déterminée (') par la valeur initiale t| dont les coeffi- 


(1) Votr page 115, note 2. La valeur de c sera entiérement déterminée en 


fonction de la valeur initiale ¢ si nous convenons de prendre (au point 2) dans 
x = eles Ja plus petite détermination du logarithme. 
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cients sont des fonctions, holomorphes dansT, nulles pour «= 0. 
Je dis que le développement (19) (convergent pour pe, << |x| <9\) 
convergera a fortiori pour |a|<o,. Tragons, en effet, le 
cercle y, de centre o et de rayon p,; menons une coupure suivant 
un rayon de ce cercle; puis, partant du contour de y, avec la 
détermination (19), faisons mouvoir # dans y, sans franchir la 
coupure. Dans ces conditions, considérons la variauon de la 
kon 
somme » |¢xv'], et appelons N la plus grande valeur prise par 


k=1 
cette somme sur le contour de y,. S’il arrivait qu’en certains points 


de y, la somme & fit supérieure a 2N par exemple, il existerait 
nécessairement @ l’intérieur de y, un contour fermé, ne renfer- 
mant pas Vorigine, sur lequel © serait compris entre N et 2N, et 
dans lequel } dépasserait 2N. Mais cela est impossible, car, en ce 
cas, } deviendrait infini dans y,, ce qui n’a pas heu. [= s’annule a 
Yorigine, puisque R(A,) > o0.] Done © est inférieur a 2N dans 
tout y,, et, puisque N reste fini quand 7 croit indéfiniment, la 
kao 
somme » est convergente pour | z|< 1, |v|<v,. On en conclut 
k=1 
que le développement (19) est une fonction holomorphe des 
trois variables y, x etcx™ pour |y|Svi, | 2] =< pret lew <|amie= 
rieur a un certain nombre c. 

Appelons en particulier s le plus petit des deux nombres 0) etc. 
En procédant exaclement comme a la page 117, nous démontre- 
rons que le développement (19) restera convergent tant que 
|v|S1, pourvu que in | CL | <= Syn 

Cela dit, partons, avec une valeur initiale ¢, d’un point fixe x 
intérieur au cercle I, de centre o et de rayon sy,, et supposons |x| 
et | ¢| assez pelts pour que la valeur de c définie par ces condi- 
tions initiales satisfasse a l’inégalité (') [oa | <_syv,. Lorsque z 
décrit dans le cercle T, un tour complet autour de l’origine, la 
constante ¢ est mulupliée par e*?!*, Supposons, pour fixer les 
idées, que le coefficient de ¢ dans i, soit positif. Alors, lorsque 
nous tournons indéfiniment autour de l’origine dans le sens direct, 


(1) La valeur de x étant fixée par la note précédente. 
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c tend vers 0; dans ces conditions, le développement (19) ne cesse 
pas de converger, et ¢ tend vers l’intégrale particuli¢re T obtenue 
en faisant c =o dans (19). Cette intégrale est holomorphe dans 
tout le cercle Ty : nous appellerons Z Vintégrale correspon- 
dante de l’équation (4) en s. 

Qwarriverait-il si nous tournions, au contraire, autour de l’ori- 
gine dans le sens indirect? La constante ¢ augmenterait alors 
indéfiniment, et il serait aisé de yérifier que le cercle de conver- 
gence du développement (1g) tendrait vers o. Si nous continuions 
a tourner indéfiniment, nous obtiendrions des caractéristiques 
présentant des points critiques de plus en plus rapprochés de l’ori- 
gine et convergeant, par suite, vers Vintégrale particuliére Z,, 
ainsi que nous l’avons expliqué plus haut. 


Nous pouvons résumer en deux lignes l’ensemble des conclu- 
sions de ce paragraphe : le mécanisme des permutations qui 
s’operent au votsinage de lUorigine pour une intégrale de 
l’équation (4) est exactement le mécanisme décrit a la 
page 72. Soit x un point arbitrairement rapproché de Vorigine. 

Vous constatons que |’ensemble des déterminations obtenu U 
N tat que | ble des déte tio btenues au 
point x peut étre représenté par le Tableau suivant (') : 


ese, SIG So: B15 2203 
IOS as Yes 
Res ot i a! ae 
WA, 6605 Vat ha,5 LO Ay oo 85 V1,15 nite ee 
24 1 see) S-1,hk-43 B04, 2205 51,15 


La premiére ligne contient les déterminations qui s’annulent 


pour 2 =o et se permutent autour de Vorigine. La derniere ligne 
contient les déterminations qui ne s’annulent pas pour 2 = 0. De 


plus, chaque détermination <z,, se permute avec la détermina- 


tion z; correspondante autour du point critique 2, Inscrit au- 
dessus d’elle dans la seconde ligne. Si nous nous référons alors 


aux définitions de la page g6, nous pouvons dire que, pour 


ue 5: rn of. a 
(‘) Lorsque la partie réelle de — est comprise entre 1 et 2, il correspond a 
s Ay = 
chaque détermination z une détermination z au plus (cf. p. 71-73). 
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Véquation (4), L’ORIGINE EST UN POINT TRANSCENDANT DE PREMIERE 


ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU SECOND TYPE. 


IW. — Etude du cas R(Ay) > 0, A(Az) <0, Ay eb ry réels. 


Dans Vhypothése ot A, et A, sont réels, 1 convient de distin- 
guer deux cas suivant que ces quantités sont irrationnelles ou 
rationnelles. 

En premier lieu, supposons , et Ay irrationnels. Tous les 
ealculs que nous avons faits au paragraphe précédent subsistent 
alors sans modifications. Mais Pune des conséquences principales 
que nous avions tirées de ces calculs se trouve étre en défaut : 
les intégrales z, développables par rapport aux puissances de x 
et cx et par rapport aux pltssances de x et hx, ne tendent 
plus vers les intégrales particuliéres Z et Z,. En effet, pour Ay 
et A, réels irrationnels, les expressions e?4°™., e247; (ott Ventier k 
prend des valeurs de plus en plus grandes) conservent des modules 
constants, tandis que leurs arguments tendent vers toutes les 
valeurs réelles. 

Prenons alors un point fixe xz voisin de o et une valeur de c 
telle que le développement 


(20) Lha; 7a (eaxhyl 


de z par rapport aux puissances de x et cx’: soit absolument con- 


vergent pour |x|< x|. Puis considérons dans le plan des < les 


points de la courbe représentée par l’égalité 
(ar) 2(2) = SSa;; xi (|cle| x)" 


lorsqu’on fait varier w de 0 a 27 par valeurs réelles. Le dévelop- 
pement (21), restant absolument convergent pour les valeurs con- 
sidérées de w, est une fonction uniforme de cette quantité. [1 
représente donc, dans le plan des zs, une courbe fermée entou- 


rant 20, et, LORSQUE ZX, SUR LE CONTOUR DU CERCLE 2 =|2|, 


TOURNE INDEFINIMENT AUTOUR DE L’ORIGINE, LA DETERMINATION 


INLTIALE s(x) SE PERMUTE AVEC UNE INFINITE DE DETERMINA-— 


TIONS 3,(2), By(x), ... QUI CONVERGENT VERS TOUS LES POINTS 
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DE CETTE COURBE FERMEE (21). Si ensuite nous faisons croitre 


c |, 
nous obtiendrons une série de courbes (21) s’emboitant les unes dans 
les autres et se rapprochant de plus en plus de Porigine : a cha- 
cune de ces courbes correspondra une branche d’intégrale diffé- 
rente; pour c=0, nous retomberions sur lintégrale particu- 
hére Z. 

On déduirait aisément de la que les points critiques x; dune 
intégrale s, situés (au yoisinage de Vorigine) sur les caractéris- 
tiques issues de @ avec les déterminations sj(a), ne convergent 
plus vers «=o comme il arrivait au paragraphe précédent : ces 
points critiques convergent vers tous les points d'une petite 
courbe fermée entourant Vorigine. 

Nous n’insisterons pas sur ce cas, qui nous met en présence de 
circonstances toutes nouvelles; car nous avons toujours admis 
jusqu ici que les points critiques d'une méme branche d’intégrale 
convergeaient vers un point-limite unique. 


Supposons maintenant que A, et Ay soient rationnels et repor- 
tons-nous a l’équation (17) de la page 119, 


(17) s=arVw? +t, we STATS Soe Se ee 

équation qui nous a permis d’étudier les caractérisuques z nulles 
a lorigine. Nous examinerons seulement le cas o& hy=1: on 
n’aura pas de peine a traiter de la méme maniere le cas général ; 
dailleurs, il serait aisé de vérifier (') quil existe toujours un 
changement de yariables rationnel permettant de transformer une 
équation (17) o& A, est réel rationnel en une équaton (17) 


ou xi = 1. Soit done LS meee, 
PREMIEREMENT : diy 0. — Je dis que L’£QuATION 
(22) et=ttidywvrtdy,ct+dyot?+... 


ADMET UNE INFINITE DE CARACTERISTIQUES NULLES ET HOLOMORPHES 


‘ me | 
A L’ORIGINE ET FONCTIONS HOLOMORPHES D’UN PARAMETRE C. 


(1) Voir les Ouvrages cités page 106, note t. 
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En effet, cherchons a satisfaire a l’équation (22) en posant 
® 
(23) =e + no v?+.... 
Nous vérifions immédiatement que 7, reste arbitraire et que 
les coefficients 72, 73, ... sont déterminés par les égalités 


22 = Net Ay + Aniqit G20}, 


3743 = n3-+ fonction de 71, 2, 


Ainsi, nous pouvons déterminer formellement le développe- 
ment (23) lorsque nous nous donnons une valeur arbitraire de 7,. 
Je dis que, quel que soit 4,, ce développement est une fonction 
holomorphe de zw et y, au voisinage de x =o. En effet, suppo- 
sons le développement (23) ordonné par rapport aux puissances 
de x et de n,2: nous n’avons qu’a reproduire textuellement la 
démonstration des pages 119-120 pour constater que le dévelop- 
pement (23) est convergent pour |a| et |7,2| inférieurs a un 
certain nombre ¢. On yoit ainsi que, dans les conditions ot nous 
sommes placés, l’origine n'est plus un potnt singulier trans- 
cendant pour léquation (4). 

Les branches d’intégrales nulles a Vorigine sont, disons-nous, 
foncuons holomorphes d’un paramétre 4,;. Au lieu du coeffi- 
cient 4,, On pourrait, si l’on youlait, prendre comme paramétre 
la valeur C prise par les branches considérées en un point fixe 
voisin de l’origine. 

Soit maintenant : 


Druxitimement : dj) 0. — Je dis que L’kQuarion 
(24) OG i eng Gee 


ADMET UNE INFINITE DE BRANCHES D INTEGRALES NULLES A L’oRI- 
GINE ET DEVELOPPABLES, AU VOLSINAGE DE L’ORIGINE, PAR RAPPORT 


AUX PUISSANCES DE Z EY DE dyo2 logz. 


Considérons, comme nous en ayons pris l’habitude, Péquation 
auxiliaire 


(25) at=t+v(dyr+...). 


- ate : 
Nous savons que l’ensemble des caracléristiques ¢ issues d’un 
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point zw yoisin de Porigine avec une valeur ¢ voisine de o est 
représentable par un développement de la forme 


(26) t=&v+tov2+... 


= aro . “ Bey alae! rr 
absolument cony ergent pout lv] Vai _— |.2 | <0, (volr p. 1 19). 
, . , « , / bl in , bd 
D’ailleurs, les ¢, sont déterminés (cf. p. 115) par les équations 
linéaires 
ety =tytdyxr+dyx+..., 


et, = t+ termes en ©, 22%, 


et Pon en déduit (cf. p. 115) que les ¢, sont de la forme 


ty} =dirlogr+a(ce+lyxr+...) (c = const. arbitraire), 


to = 2(dio x loge) (ly) + ly, a4...) + U2(loo + Lav +...), 


ty = 2* (lot...) + 2k! (dio x logx) (lig +...) +.. 


+ 2(dyyxloga)k—-1 (14-1) +....). 


Dans ces développements, les coefficients / dépendent de la 
constante arbitraire c. Convenons, en particulier, de prendre 
comme valeur initiale de logax la plus petite détermination de ce 
logarithme. Alors la valeur de ¢ sera entiérement déterminée par 
la valeur iniale ¢. 

Les fonctions ¢,; s’annulent toutes a lorigine. On en déduit, 
comme a la page 120, que le développement (26) (convergent 


pour ¢,<|z|< 9’, lorsque la valeur initiale t est assez petite ) 


converge, a fortior/, pour |z2|<o,. Done le développement (26) 
est une fonction holomorphe des trois variables y, 2 et dy) log.x 
pour |v|Sy,, |z| et |d,92 logx| inférieurs a un certain nombre r. 

Appelons alors M, la plus grande valeur prise pour {oe ee is 
par expression 


i) 


ya ly, x! | +3 iwi |+.. +> WE pl |, 
j=0 


En raisonnant comme a la page 117, nous constatons que la série 
kao 
. M,(ry,)* est une série convergente, el nous en concluons que 


KF 
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le développement (26) reste convergent tant que [viSr, |w@l<crv, 
|dipxlogr|<ry. La proposition énoncée est donc démontrée. 

Si maintenant, partant du point x avec la valeur initiale ¢, nous 
décrivons une série de tours autour de l’origine, loga prend, 
aprés chaque tour, une valeur nouvelle, et nous obtenons ainsi 
en & une infinité de déterminations qui se permutent directement 


entre elles autour de lorigine. 


IV. — Etude du cas ROG) 0 ch Os) 9, 


hy ef dy complezxes. 


Nous allons examiner rapidement ce cas a titre de dernier 
exemple. 

Considérons l'ensemble des caractérisuques z de l’équation (4 ) 
issues de Vorigine avec une valeur initiale a voisine de o. Lorsque 
w= 0, cet ensemble jouit de la propriété suivante mise en lumiécre 
par l’analyse de la page 70; il ne présente dans tout le plan que 
deux points critiques 2,, Z», d’autant plus rapprochés de l’origine 
que a est plus petit. Dés lors, en vertu des lois de continuité 
(comparez p. 113), on peut trouver un cercle I de centre = 0 
et des nombres 4, a tels que, pour ||< yy et la|<a,, Ven- 
semble des caractéristiques de (4) issues de lorigine avec la 
valeur tinitiale a ne présente que deux points critiques x1, £2 
dans le cercle T. 

Tragons un cercle y, concentrique a I, contenu dans I, mais 
contenant xz, et x2,. Nous nous proposerons de trouver une 
expression analytique qui représente, pour les valeurs de # com- 
prises entre y et T, l'une ou Vautre des deux caractéristiques 
issues de x, avec la valeur critique 0, 

Remarquons d’abord que, si u = 0 et si| 2, | est trés petit, Pune 
des caractéristiques considérées est tres voisine de y,a entre " 
et TP, tandis que l'autre est trés voisine de wx. En effet, pour les 
caractérisuiques qui présentent des points critiques arbitrairement 
pres de lorigine, la constante C de la page 68 est arbitrairement 
grande; or l’égalité (3) de la page 68 montre que, lorsque |C| croit 
indéfiniment, une caractéristique @ issue de 2, avec la valeur o 
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tend (en un point quelconque x), soit vers ,, soit vers w,. De 
cette remarque il résulte, par continuité, que, sz py ec |x,| sont 


suffisamment petits, les valeurs initiales (3, z) au point x des 
deux caractéristiques que nous étudions sont respectivement 
votsines de w, x et Ws. 

Considérons, par exemple, la seconde caractéristique et posons 


) 
¢ 


~ 9 
(29) C= — = wi u. 
re > 3 2 


Tous les résultats obtenus aux pages 114-118 subsisteront ici sans 
modifications. L’équation (4) se transforme en l’équation (12) et 
la branche dintégrale w de cette derniére équation, qui prend au 
point 2 une yaleur initiale w yoisine de zéro, est développable 
(dans une couronne circulaire) par rapport aux puissances de x 
et de ha’: | développement (14)]. Plus précisément, on peut déter- 
miner un nombre Het des nombres r',r" (inférieurs au rayon 
de V) tels que (quel que soit |u.| compris entre o et 1) le dévelop- 
pement (14) (ou Von fait y=1) représente une fonction holo- 
morphe de x et hx pour 1’ <|x|<r" et |h|<H. 

Lorsque / n’est pas nul, les caractérisuques 3 définies par le 
développement (14) sont différentes de zéro a Vorigine. Mais, 
pour / = 0, nous obtenons une intégrale U a laquelle correspond 
une intégrale particuliere LZ, de Véquation (4), nulle et holo- 
morphe a Vorigine. D’ailleurs, lorsque || tend vers o, la limite 
inférieure 7’ de la couronne circulaire ot converge le développe- 
ment (14) tend évidemment vers 0; on voit ainsi que, pour h=o0, 
les points critiques situés sur les caractéristiques Z, (issues de o 
avec la valeur o) viennent se confondre en x =o. Si maintenant, 
partant de a(r< | x | <r") avec une valeur initiale w voisine (eS) 
de U(x), nous tournons indéfiniment dans un sens conyenable 
sur la circonférence de centre 0 et de rayon [xl, nous obtenons 
au point # une infinité de déterminations nouvelles qui convergent 


vers Z,( x) (cf. p- 117). 


(1) Cette hypothése revient 4 supposer que le point critique 2, (d’ou nous 
sommes partis a la p. 126) est suffisamment voisin de lorigine. 
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On obtiendrait des résultats analogues pour la premiere carac- 
téristique € issue du point x, avec la valeur 0. Posant C= wits, 
on trouyerait que cetle caractéristique (ou la caractéristique ¢ 
correspondante) est développable (dans une couronne circulate 
de centre O) par rapport aux puissances de x et cx [dévelop- 
pement (19), ot Von fait y==1]. Pour c=o0, le développement 
obtenu donne une intégrale T a laquelle correspond une seconde 
intégrale particuliére Z de l’équation (4) nulle et holomorphe a 


Vorigine. Si, d’autre part, a partir d’une valeur initiale t det 
voisine de T(z), on tourne indéfiniment dans un sens conve- 
nable sur Ja circonférence de centre o et de rayon |x|, on obtient 
au point w une nouvelle infinité de déterminations qui convergent 
vers Z( 2). 

Une fois obtenus les déyeloppements (14) et (19) (ot Von fait 
y= 1), nous reviendrons aux points critiques présentés dans le 
cercle I de centre o par l'ensemble des caractérisuques z issues 
de Porigine avec une valeur initiale @ yoisine de o. Nous avons vu 
(p. 126) que ces points critiques sont au nombre de deux lorsque 
le paramétre p est inférieur a un certain nombre p,. En raison- 
nant comme ala page 117, nous démontrerons que, quel que sott 
uentre 0 et 1, le nombre de ces points critiques est toujours 2 
a condition que a soul intérieur a une certaine aire A entou- 
ROME OL} Or 

Cela dit, il nous sera facile de déterminer le mécanisme des 
permutations qui s’opérent au voisinage de Vorigine pour une 
branche d’intégrale z. Ce mécanisme est exactement celui qui a 
été décrit aux pages 68-70. Soit x un point voisin de o. Les 
déterminations de z obtenues en ce point forment une série uni- 
linéaire 


«a 


| 


9 S15 Oy 


et a chaque déterminatton 3; correspondent deux points critiques 


Lj, ©; qui le permutent respectivement avec z;_, et 3j41. Nous 
en concluons (voir p. gd) que, dans les conditions ou nous 
sommes placés, L’orIGINE EsT, POUR L’EQUATION (4), UN FOLNT 
TRANSCENDANT DE PREMIERE ESPECE, DE LA PREMIERE SORTE ET DU 


PREMTER TYPE. 
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RELATIONS ENTRE LES SINGULARITES TRANSCENDANTES 
D'UNE MEME EQUATION, 


Je ne puis consacrer que quelques pages 4 ce probléme, qui 
cependant, dans une étude plus complete, devrait oceuper une place 
prépondeérante. En effet, si nous voulons rester fidéles aux prin- 
cipes formulés dans l’Introduction de ce Livre, nous ne devons 
pas nous contenter d’étudier les intégrales d’une équation au voi- 
sinage d'une singularité transcendante isolée (quelle que soit 
extension donnée a ce voisinage, dans lequel nous avons compris 
un ensemble infini de points critiques aleébriques). TI] nous faut 
étudier les intégrales dans tout le plan et, avant tout, nous 
demander si les ensembles de permutations opérées au voisinage 
des diverses singularités transcendantes d’une méme équation sont 
des ensembles indépendants ou, au contraire, des ensembles liés 
par certaines relations. 

Voulant arriver tout de suite a des résultats précis, je me con- 
tenterai d’examiner un type d’équation particulier, l’équation 


(1) ay + Acy?+ Azz i=0, 


ou A; estun polynome de degré deux. 

On se rappelle qu’au Chapitre II nous avons fait une étude spé- 
ciale de |’équation (1) au point de vue de la croissance de ses inté- 
grales, et que nous avons été conduits a distinguer deux cas suivant 
que les degrés my, et ms de A, et Ay satisfont a Pune ou a lautre 
des deux inégalités m3 > 2m,+1, m;< 2m,+1. Or, précisé- 
ment, il va se trouver que la distinction de ces deux cas, suggérée 
par des considérations d’un ordre tout différent, a une importance 
capitale dans notre probléme actuel. Tandis que pour m,—=0 les 
singularités transcendantes de UVéquation (1) (o& mz==2) sont 

B. 9 
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lies entre elles par une relation invariante, ces singularités 
sont indépendantes lorsque m,> 0. 


I. — L’équation 2y'-\- y? + axle —ajgs== 0. 


fn premier lieu, faisons dans l|’équation (1) m,—=0 avec m3;—=2. 
En effectuant au besoin un changement de variables de la forme 


(x2, x + const.), (vy, ¥ X< const.), 


nous raménerons l’équation (1) a la forme 


(2) 2ay +yt+anr(r—4)yi=o 
ou 
Gy og, 233 =2+a0(¢%—a). 


Nous allons nous demander de quelle nature sont les singula- 
rités transcendantes de |’équation (3) suivant les valeurs de a et a. 

Appelons X,, 4, et X/, A, les quantités ,, A, qui, d’apreés le 
Chapitre IV (p. 107), sont respectivement associées aux singula- 
rités o et a, et cherchons a calculer ces quantités. 

Pour calculer i), et 4, on doit prendre les racines #, et m, de 
Péquation 

—20?+ w—az=o, 

puis poser 


L 
ING eat GY tle : 


? 
2M, 2W% 


Il en résulte que 2) et d) sont les racines de |’équation 


4aa(K+ 2)2?—2(A+2)+2=0 


(4) haakt+ (16aa— 2) +16a2—2=0. 
On vérifierait de méme que i‘ et X', sont les racines de 


(3) faxw?+ (16a4+2)hK+16a2+2=0. 


Si nous comparons maintenant les équations (4) et (5), nous 
obtenons les relations 


(6) M INS + Mi rs = (3, Mi eae: Ng ahs C ae x =——8, 


A tt Et 
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relations invariantes qui expriment la dépendance réciproque 
des deux singularités transcendantes «=o et x= x. 

De ces relations (6) nous allons déduire diverses conséquences, 
et tout d’abord celle-ci : des deux points singuliers o et a, Vun 
au moins est un point indirectement critique. 

Pour établir ce point, je montrerai que silona K(X) > 0, et, 
par suite (p. 107), R(AL) <0, on a nécessairement R (i) <0, 
R(X) <o. 

Vérifions-le pour ,|. Nous savons que 
I 


a 


ee! 
is Wa 


ie emt 


ae 


=—Il, = =~ { 


es 


~ Remplagons alors, dans (6), 5 et X') par leurs valeurs en fonc- 
tion de |, 4, : nous obtenons 


4? 4 
Ke Se I I 

1 1 > I " ~ 
7 ; = 8 ou SOE = eee 2) eee a eee eS 
Aye Ay +I 1 Mt ee een ‘ 


et nous vérifions aisément qu il est impossible que cette égalité 
soit satisfaite si les parties réelles de X, et 4) sont toutes deux po- 
sitives. Nous en concluons que l'un au moins des deux points o 
eto est indirectement critique ('). 

Il y aurait un intérét particulier a savoir déterminer toutes les 
équations (3) telles que les quantités i, 4), 4, 4 correspondant 
a ces équations soient réelles et rationnelles. C’est en ce cas, en 
effet, que les singularités transcendantes sont susceptibles de se 
réduire a des singularités algébriques ou a des points d’holomor- 
phisme. Voyons comment se posera le probleme : 

Ilest clair que les quantités ) seront rationnelles en méme temps 
que les racines de Péquation en w correspondantes. Or ces racines 
seront : — 


: a, f= (Vl == Gee 
Pour la singularité v=o... = —————_ 
1 
: ee 1tvi+sac 
Pour la singularitév =a... w= = Se a ee > 


Pour que ces quatre racines soient rationnelles, il faut etil suffit 


(') Il ne saurait, par suite, y avoir a distance finie plus d’un point ot se 
coupent une infinité d’intégrales de (3). 
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que les quantités (1 — 8a) et (1+ 8a@) soient toutes deux des 
carrés de nombres rationnels. Déterminer az de maniére a satis- 
faire aux conditions voulues revient donc @ trouver deux nombres 
rationnels carrés dont la somme sott 2. 

Crest la un probleme connu, qui admet une infinité de solutions. 


Considérons Pune quelconque de ces solutions. Par exemple, 


nat 4 
prenons pour valeurs de1— 8ae et1+8az les deux carrés 35 et 3 
dont la somme est 2. Nous devons, pour cela, faire aa égal a =e 
: 29 


nous donnerons, par exemple, a « la valeur 3 et a @ la valeur aE 


Alors l’équation (3) deviendra 


équauion qui se transformera par le changement de variable 


oa 


ou 


NJ 
= 
ie) 
a 
nN 
I 
on 
cs) 
+ 
8 
~~ 
8 
w 
a 


Pour cette équauion, les quantités que nous avons appelées. 


respecuvement (,, #2, Ay, Ay sont a Vorigine 


WD R= [he (Wo —3 A= 
2 


Daye PV nga) Q) . 
Posant’ 2 = # Vi a Gl a == af? + Uu, nous rameénerons: 


(p. 14 et 11g) étude des intégrales de (7), qui sont nalles a. 
Porigine, a étude des deux équations 


} 
Zt = a Ae CO BE os on 


I 
a 


Il y ; infinite. <dintéor Se ees 
: y a Cease Vint grales nulles a Vorigine, lesquelles. 
admettent lorigine comme poiné critique algébrique permutant 
deux déterminations. 
Tee Soa ele 2h ee abi Bs 
point 2= 3 (point indirectement critique ), les quantités @,., 
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Wo, Ris Re sont 


On prévoit que Péquation (7) jouit de propriétés remarquables. 
Mais de ces propriétés mémes nous allons déduire que Péqua- 
uon (7) est intégrable, en sorte qu’elle ne définit pas de transcen- 
dantes nouvelles. 

Je dis @abord que Péquation (7) admet deux intégrales particu- 
héres algébriques. En effet, si on pose x = &, l’équation (7) 
devient 


(8) oF = 5bVs + EB—3), 


ie 


(9) =P =—t(§+/3), s=Py= —=#(t— 3) 


/3 V3 - 


w 


De Vexistence de ces deux intégrales nous déduirons @ priori 
que l’on peut faire un changement de variable 


C=. G 


(H et G étant des fonctions rationnelles de €) tel que la fonction 
multiforme = de ¢ soit une fonction a points critiques fixes. Déter- 
minons, en effet, la variable » de maniére que, pour z égal a l'une 
des intégrales polynomales (9g), ¢ soit égal a une constante, ce qui 
revient a déterminer H et G par les deux égalités 


‘ SHR =G=e) 
HP, --- G =e. 


La fonction © se trouve satisfaire a une équation différentielle 


de la forme = fonction rationnelle de & et ». 


dv 
d= 

Des lors, pour que la fonction § de ¢ edt des points critiques 
mobiles, il faudrait qu’il existat des intégrales z qui, pour des va- 


leurs mobiles de v, satisfissent a l’égalité 


dy : dz 
(10) aot Greg 
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en méme temps d’ailleurs qu’a l’égalité (8). Mais les équations (8) 
et (10), considérées comme systéme d’équations linéaires simulta- 


, ; . dz ; : 
nées déterminant z et +? n’admettent que deux solutions. Et, 
as 


puisque nous connaissons déja les solu lions 5 = P, z= P,.(corres- 
pondant aux valeurs fixes c et c, de ¢), nous pouvons affirmer 
quil n’y ena pas d’autres. Ainsi Ja fonction E(¢) est une fonction 
4 points critiques fixes : par suite, ’équation différentielle qui la 
définit est nécessairement une équation linéaire ou une équation 
de Riccati (comparer la démonstration de la page 22). 
Pratiquement, pour transformer |’équation (8) en une équation 
a points critiques fixes, il suffira de poser 
2/3 r+ /3 
ee ee eae 
On trouvera que € est défini en fonction de ¢ par ’équation dif- 
férentielle linéaire 
ad i? I 
deo 3°(%— 2) “ V3 0(e—2) é 


équation qui donne ¢ par Vinversion d’une intégrale abélienne. 


Avant daller plus loin faisons quelques remarques sur les 
branches d’intégrales de l’équation (8) voisines de P et P,. 


Entourons le point —§=y/3 d’un petit cercle y (me contenant 


pas Porigine), puis placons-nous en un point € du contour de ce 
cercle et posons 


ore aay - 


Je dis que, st b est suffisamment voisin de by, une caractéris- 


tique quelconque de (8) issue de — avec la valeur initiale b 
n'admet, en dehors du cercle y, aucun point critique a dis- 
tance finie. 

En effet, d’aprés les lois de continuité, l'ensemble des caracté- 


risuques égales a 6 au point € est, pour 6 voisin de by, une fonc- 
tion holomorphe de 6 en tout point du plan des §, excepté 


peut-étre au voisinage des points =o, E—/3 qui annulent 
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Pintégrale polynomale P, (pour laquelle b = by). Mais nous savons 
(p. 132) que Péquation (8) posséde une infinité de branches d’in- 
tégrales qui sont toutes nulles et holomorphes a Vorigine ('). Ces 
branches sont fonctions holomorphes d’un certain paramétre C 
(ef. p. 124); Je supposerai que lon ait pris comme paramétre C 
la valeur des branches d’intégrales en un point fixe =, voisin de 
Vorigine, situé par exemple sur le segment Eo (on choisira — de 
maniére que Fo ne traverse pas le cercle y décrit autour du 
point 3 ). Sinous appelons alors Co la valeur P, (E/ ), les caracté- 
risuques issues de E’ avec des valeurs C voisines de Cy seront 
toutes nulles et holomorphes a l’origine. Considérons maintenant 
Jes caractérisuques issues de E avec la valeur initiale ”. En un 
point quelconque de Fo, ces caractéristiques sont fonctions nolo- 
morphes de } pour 6 voisin de 6). Done Cest fonction holomorphe 
de 6 pour 6 voisin de 6); donc, encore, les caractéristiques dont 


la valeur initiale } est suffisamment voisine de by) prennent en Eo 
une valeur voisine de Cy et sont nulles et holomorphes a Uori- 
gine. On en conclut que lensemble des caractéristiques issues 
de — avec la valeur 6 ne présente pas de point critique au voi- 
sinage de l’origine, mais seulement dans le cercle y. 

Nous allons maintenant démontrer une importante propriété de 
Véquation générale (3). Nous écrirons cette équation sous la 
forme 


ve oF = dE VE+ vale —2), 


apres avoir eflectué les changements de variables (=, ‘), sic 
* \ / 
Faisons varier avec continuité les paramétres a et 2, de telle 


maniére que Porigine continue a ¢tre un point directement cri- 


tique [pour lequel A(,) > oj, tandis que les points Gemiceyie. 
ne cessent pas d’étre des points indirectement critiques. 
L’équation (11) admet, comme on sait (p. 127-128), deux inté- 


(1) Si Von fait 2 = &, ces branches sont données par l’équation en ¢ 


EG St + 26.8 
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erales nulles et holomorphes au point indirectement critique 
E==\/z. De ces deux intégrales, l'une, Z,, est tres voisine de P, 
lorsque a et & sont respectivement trés yoisins de 0,04 et 3. Sui- 
vons cette intégrale Z, le long d’un rayon quelconque issu du 


point 2. : nous obtenons un ensemble de caractéristiques (Z,) 
qui ne sauraient (si @ et & sont suffisamment voisins de 0,004 et 3) 
présenter des points critiques ailleurs qu’au voisinage de lorigine ; 
je dis que cet ensemble n’admet comme point critique que Vori- 
gine elle-méme. 

En effet, nous savons (p. | 19) que l’équation (11) a une infi~ 
nité de caractéristiques (3) nulles a Vorigine, fonctions holo- 
morphes de x et de la quantité cx. Ces caractérisuques (3) 
(lorsque 


c| est assez petit) ne présentent aucun point critique 
autre que l’origine dans un cercle 6 de centre «= 0; elles sont 
par suite (d’aprés les lois de continuité) fonctions holomorphes 
de a et x en tout point de 6 (l’origine exceptée). Soit, d’autre 
part, C la valeur d’une caractéristique (3) en un point =) intérieur 
a 6; la constante que nous appelons c se trouve étre fonction 
continue et uniforme de C (voir p. 119, note t). Posons, des lors, 
Co— P,(&) : les caractéristiques (z) sont, dans le cercle 6, des 
fonctions continues des trois variables C, a, « pour C, a, « res- 
pectivement voisins de Cy, 0, 04 et 3. 

Soit maintenant Z, la valeur en £ de la caractérisuque Z, suivie 
le long du segment \/a£/. Pour a et 2 voisins de 0,04 et 3, Z, est 
voisin de Cy. Done la caractéristique issue de E’ avec la valeur Tk 
et suivie le long de £/0, est une des caractérisuques que nous avons 
appelécs (z). En d’autres. termes, l'ensemble des caractéris- 
tiques (Z,) présente a lorigine un point directement critique 
tsolé, ainsi que nous |’avions annoncé. 

La démonstration qu’on vient de lire suppose a et # voisins 
de 0,04 et 3, soit |a—o,04| << et |2—3|<o¢,. Mais, une fois ce 


résultat obtenu, nous pouyons répéter la méme démonstration (') au 


(') Soit @,, a, un systeme de valeurs @ et x pour lequel la proposition soit 
démontrée, et soit R, lintégrale Z, correspondante. Il suffira de faire Cr FB en) 


dans la démonstration précédente pour que cette démonstration s’applique au 
voisinage des valeurs a, et a, de a et «. 
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voisinage de | a — 0, 04 |=, |a— 3|—=o,. Nous constatons ainsi 
que la proposition énoncée ne cesse pas d’étre vraie tant que a et « 
restent dans un certain’ domaine : parmi les deux intégrales de 
Véquation (11) qué sont nulles e! holomorphes au point \/2, 
Cune, Z,, est telle que l’ensemble des caractéristiques (Z,) 
issues de \/x avec la valeur 0 ne présente, dans tout le plan, 
d@ autre point critique que Porigtine. 

En nous appuyant sur ce théoréme, nous pouvons répcéter, a 
propos de léquation (11), les remarques que nous ayons faites 
plus haut sur léquation (8). Tracons autour du point \a. un petit 


cercle y ne contenant pas Vorigine; appelons § un point du con- 
c 


= 


tour y et posons by) = Z,(¢). Le raisonnement exposé a la page 135 
permettra d’établir la proposition suivante : Sv b est suffisam- 
ment votsin de by, une caractéristique quelconque de (11) issue 
de = avec la valeur initiale 6 n’admet, en dehors du cercle oo 
aucun point critigue autre que Vorigine. 

Ce qui fait Vintérét de cette proposition, c’est qu'elle établit 
une corrélation entre les diverses singularités transcendantes des 
intégrales de l’équation (11). 

Nous sayons en effet (p. 190) que si, partant du point E du 
contour y avec une valeur } voisine de 6), nous voulons opérer la 
série unilinéaire de permutations qui définit le point 2 comme 
point de premiére espece de la premiére sorte, nous devons décrire 
une suite de tours le long du contour y. 

Or, faisons le changement de variable Fa Jay qui trans- 
forme le cercle y en un cercle G de trés grand rayon, et les 


: \ P é 
points F—o0,§E=oen N= ra ar Ll résulte de la proposi- 
es 


tion énoncée plus haut que, si ‘7 est un point quelconque du con- 


tour G, l'ensemble des caractéristiques issues de ‘y avec la valeur } 


. oe . [ 
ne présente aucun point critique en dehors des points We li, Oe 
a 


Par conséquent, décrire a partir de y le contour du cercle G 


équivaut a décrire un lacet fermé quelconque autour des 
4 


aeuh points yo el y= 2. 
Revenant a la variable £, nous énoncerons ainsi cet important 
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résultat : Les permutations opérées autour de la suite de points 
critiques algébriques qut converge vers le point indirectement 
critique Va equivalent aux permutations opérées autour des 
deux points directement critiques E—oetb=o. 

Le résultat ainsi obtenu n’étant pas altéré par le changement 
de variable 2 = §, nous pouvons Vappliquer a l’équation (3) en 


remplacant € par x et \/a par @. 


Hl. — L’équation 2y'+ Ao(a)y?+ ax(x—a)yi=o. 


Passons maintenant au cas ott le coefficient A, de l’équation (1) 
aun degré positif (A; étant toujours de degré 2). J’ai dit que, 
dans ces conditions, il n’y a plus de relation invariante entre les 
diverses singularités transcendantes de Véquation (1). C’est ce 
dont nous allons nous rendre compte. 

Je supposerai, pour fixer les idées, A, du premier degré. Les 
conclusions auxquelles je parviendrai dans ce cas s’appliqueront 
a fortiort lorsque le degré de A, sera plus élevé. 

En posant y=s' et faisant au besoin le changement de 
variables (7, # + const.), (y, y >< const.), on mettra l’équation 
proposée sous la forme 


(12) 223'=(i+ Pxr)z+ax(x—2). 


Je vais montrer que l’on peut disposer de 2 de maniére que 


les points x = 0 et x = soient des singularités de types assi- 


gnés a Vavance. 

Cherchons encore a calculer les valeurs ,, \, et 4, X', des para- 
métres i; Ag relatifs aux deux points o et a. 

Les quantités ), et A, sont données, comme au paragraphe I, 
par Péquation (4) de la page 130. Quant aux quantités 2’, 2), 
elles sont évidemment égales a celles que fournirait |’équation 

223=(1+ Ba)z+ aa(x— a). 
Or, cette derniére équation se transforme, par le changement de 
variable s = (1+ 6a), en 
aa 


(1+ Ba)? 


200) = w+ (x7 —a«), 
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d’ou Von conclura que i’, et X, vérifient Péquation algébrique 


e hae : ' 16aa ej Wax a 
(t3}) ae + | ee te fae ER tao. 


Les coefficients de cette équation n’étant liés aux coefficients 
de ’équation (4) par aucune relation invariante, il est clair que 
Von pourra toujours disposer des paramétres a, «, 8 de maniére a 
fixer arbitrairement le type des singularités 0 et z. 


ye x ‘ I ‘ 
Soit par exemple (comme a la page 132) a= —, a= 3. Pro- 
2) 


posons-nous de déterminer $8 de maniére que }', = 4), et A) = A): 
11 faudra évidemment et il suffira*que nous prenions 


(i+ 28)=—1 ou 38 = — 17, 


e ; ‘ E I U if : ; 
En particulier, faisons 8 =— = + 5, auquel cas l’équation (12) 
9 3 


se transforme par le changement de variable (z, =) en l’équation 
J 


. (5 5D 


(14) LEB oS ea 8) 
y a 


La singularité o de l’équation (14) se comporte comme la sin- 
Par oF : , I l T . 
gularité o de |’équation (7). Ona }) = 32 y= 3? ce qui donne 


une infinité d’intégrales nulles pour x = 0, lesquelles admettent 
lorigine comme point critique algébrique permutant deux déter- 
minations (voir p. 132). 

D’autre part, l’équation algébrique (13) [ou (1 +\82)? = — 1| 
coincide avec l’équation (4). On a donc 


' I F 
MeaM=-, MaN=—5, 


et l’on en conclut que da singularité 3 de l’équation (14) est du 
méme type que la singularité o. 

Léquation (14) jout, dés lors, de cette propriété remar- 
quable que ses intégrales ne présentent aucun point singulier 
transcendant a distance finie. L’étude de cette équation semble 
devoir étre, pour ce motif, particuliérement intéressante. 
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Nous venons de construire une équation (12) dont les singula- 
rités transcendantes dégénérent en singularités algébriques. Il est 
clair que nous pourrions, tout aussi aisément, construire une équa- 
tion (12) présentant deux points transcendants directement cri- 
tques. C’est la une circonstance qui ne saurait se présenter, nous 
layons yu, lorsque { est égal a zéro. 


NOTE, 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
DONT LINTEGRALE GENERALE N’A QU’UN NOMBRE FINI DE 
BRANCHES, 


Par M. Pau, PAINLEVE. 


Propriélés générales des équations différentielles 
du premier ordre. 


Sot 


dy  P(z, y) 


ae is (P et Q polynomes ena, vy) 


Cr) 


une équation du premier ordre et du premier degré, 


Tretoneme 1. — Une intégrale y(x) de @ équation (1) ne sau- 
rait présenter, dans le plan des x, de points singuliers non 
algebriques, en dehors de certains points fixes § en nombre 
fini, qui peuvent élre déterminés algébriquement en fonction 
des coefficients de P et Q. 


Ce théoréme a été démontré dans le corps de ’Ouvrage, et les 


points € ont été énumérés (p. 15-17). 


2. Soit maintenant y = 9(2z, y°, ©) lintégrale qui pour 7 = x° 
prend la valeur 7°. Considérons, dans le plan des x, deux points 
fixes (') z° et & arbitrairement choisis, mais distincts des’points &, 
et un chemin quelconque L joignant ces deux points et assujetti a 
la seule condition de ne passer par aucun des points E. Prolon- 


(') Je représenterai par & (ou 2, etc.) une valeur fixe de la variable x 


(oure™, etc: ). 
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geons analytiquement, le long de L, la fonction y(x) = ¢ (x, y°, 2°) 
en laissant 4? une valeur constante égale a 6 ou yoisine de 6. Si 
nous rencontrons sur L un point critique (algébrique) de y(2), 
nous adoptons, aprés avoir franchi ce point, une quelconque des 
valeurs de y(a) qui se permutent autour de ce point. On arrive 
ainsi en x avec une certaine valeur y = o( x, ve x9) qui dépend 


dey™ 


Tutoreme Il. — L’expression o( a, y®, 2°) coincide avec une 
branche d’une fonction dey algébroide pour y’ = b, quelle 
que soit la valeur b ( finie ou infinie) considérée. 


Ce théoréme se trouve démontré dans le corps de l’Ouvrage, 
par le raisonnement indiqué au début de la page 20 et page ROW, 


3. Remarques sur le théoréme IT. — Considérons la fonction 
ea Olay, x) et prolongeons-la analytiquement dans tout le 
champ des x et des y(x° restant invariable). On peut étre tenté 
de déduire du théoreme H la conséquence que cette fonction ne 
saurait présenter dans le champ des y?® des singularités non algé- 
briques. [limporte de bien comprendre que cette conclusion n'est 
pas exacte. 

Représentons par Y(z) lintégrale qui correspond aux condi- 
tions initiales (2 = 2, y=b). Pour plus de clarté, supposons 
Wabord que y(z) ait un nombre fini p de branches; tracons, dans 
le plan des a, entre x° et x, p chemins L,, ..., Lp de longueur 
finie, ne passant par aucun point € ni par aucun des points cri- 
tiques de Y(z), et tels qu’on arrive en z sur ces p chemins avec 
les p valeurs Y,, ..., Yp. Sil’on donne a y°® des valeurs voisines 
de b, Vintégrale y (x) définie par les conditions (x = «°, y= y?) 
prend, en x°, p valeurs 7, ..., yp voisines de Y,, ..., Yp quand 


varie de z° en x sur les p chemins L,, ..., Ly. La fonction 


¥=9(2, y®, x) a donc au moins p branches, soit vy = 4; 

e aly) a x r oo 
Y = %p, qui, d’aprés le théoréme IT, sont algébroides pour y° = b. 
Mais si l'intégrale considérée y(x), voisine de Y(x), a plus de 


p branches, la fonction y = o( 2, y°, x) a d’autres branches, soit 
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Y = Ppa (v, y, 2°), ..., qui peuvent admettre y°= 6 comme 
point singulier transcendant. 
Montrons-le immédiatement sur un exemple. 


A. Etude d’un exemple particulier. — L’équation 
{ ‘ r Vv 
(2) Nga rae arenas 
ri alee |) 


a son intégrale générale définie par la relation 


(3) wey = er = Oe (CG constante arbitraire ). 
i fs 


- 


Les points § de l’équation (2) sont x =o et x =o. Elle admet 


Vintégrale particuli¢re vy = 0; sa transformée en s = — admet I’in- 
i y 

tégrale s =o. Toute autre intégrale y(z2) ne peut devenir nulle 

ou infinie en dehors des deux points 2 =o et 2 =o. Enfin, aux 


points critiques mobiles (algébriques) de y(2a), la fonction 
est égale a 1. D’aprés (3), une intégrale y(x) n’a donc, en 
dehors du point 2 =o, qu’un point critique a distance finie, a 
‘ = we ‘ 
savoir le point se, et autour de ce point deux 
branches seulement se permutent. 
I 


La relation (3), qui définit les intégrales y (7), peut s’écrire 
(4) y + logy =logx + const. ; 


quand z tend vers zéro, y tend vers zéro ou l’infini; or, Péqua- 
tion (3) en y n’'admet qu'une racine y(z) tendant vers zéro avec x& 
et cette racine est holomorphe pour x = o. Chaque intégrale y (x) 
admet done une branche et une seule holomorphe pour x = 0 et 
toutes ses autres branches (en nombre infini) deviennent infinies 
pour z= 0, comme log z, etadmettent ce point comme point cri- 
tique transcendant; quant au point 2 = 2, c’estun point singulier 
transcendant de ¢owtes les branches de v(x), et ces branches de- 
viennent infinies en ce point comme log. 

Etudions maintenant y comme fonction dey’, en laissant a x 
et 2° des valeurs invariables; la fonction vy = 4(y°) ainsi définie 
est une fonction a une infinité de branches qui admet les points 

y=, yy’ =x comme points singuliers transcendants. 
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En effet, Vintégrale générale y(z) peut s’écrire y= (Cr), 
, yer . ; Nias es, 
ot C= ——; il suit de la immédiatement que, pour y®= 0, une 
a 


des branches et une seule de 4(y*) est nulle et holomorphe ; toutes 
les autres branches sont infinies, comme log y®, et admettent 
y® =o comme point critique transcendant. Pour ce qui est du 
point y® = %, on voit immédiatement que léquation 


y +logy =y'+ logy? + log =, 
(5) 


ae 
= y+ log y®+ a, (a=log = 


admet une solution y= /(y®, a) et une seule (') méromorphe 
pour y® = (et infinie comme y®); toutes les autres branches 
de U(y, a) ont v9 = & comme point critique transcendant. 

Ce résultat s’explique d’aprés la remarque du n° 3. L’intégrale 
Y(a) détinie: pari(a== voi 2 0) est Y So jrellésn aggane 

‘ 5 , 7 = Oro ; 

se Lad _—_— 5 why A 
branche. La fonction y=o(az, y°, «®) a done au moins une 
branche algébroide pour y®—=o0, mais toutes les autres peuvent 
8 I ‘ ’ h 

admettre et admettent en fait y? = 0 comme point singulier trans- 


cendant. Une remarque analogue s’applique a lintégrale vy =, 


ou == — = 0, définie par (2: x*, y == oe). 


as 
Sy 


(7) On montre aisément gue sil existe une racine y = f(y, a) de (5), algé- 
broide pour y,= %, cette racine est de la forme 


C D 
ba als Ler leamies © a 


0 


Quand on remplace, dans (5), y par ce développement, les coefficients A, B, C 
se calculent successivement sans ambiguilé : 


Laie, B= a, C= a, 


Comme, d’autre part, nous sayons (n° 3) qu’une au moins des valeurs de 
y=V(y', a) est algébroide pour y°=«, le développement précédent est sdre- 
ment convergent. On peul, d’ailleurs, le vérifier par la méthode des fonctions 
majorantes. 


z ; hy ; 
Remarquons que @ ou log admet une infinité de valeurs, différant entre 


elles de 2niz (n entier positif ou négatif); la branche y = ¥ (9°, log a) mé- 
\ ae 


romorphe pour y°=«, admet dans le champ des aw une infinité de valeurs se 
permutant autour du point fixe z =o. 


NOTE. He 
Nous reviendrons plus loin sur cet exemple. Remarquons seu- 
lement que, quand y® tend vers o (.r° restant fixe, égal a 


1 par exemple), le point critique mobile de y(a), a savoir : 


r=— —e (+) tend vers linfini, c’est-a-dire ici vers un point &. 
Quand »° tend vers linfini, ce point critique devient complétement 
indéterminé. 


Cet exemple suffit 4 montrer la nécessité @approfondir les par- 


ticularités de la fonction y= ¢( a2, y°, x) dans le champ des y°. 
Nous traiterons d’abord le cas particulier remarquable ot l’inté- 
grale générale y-(.x) est une fonction an branches. 


ie Equations (1) dont Vintégrale générale y (2) est une 
Jonctions an branches. 

Supposons, en premier lieu, que lintégrale générale y(x) soit 
uniforme. Soit v(x, vy, 2°) Vintégrale définie par les conditions 
initiales (w= 2°, y= 7°); lafonction v(x, y°, x°) a une valeur 
unique pour y= b, que b sott fini ou infint, et cette valeur 
est une fonction méromorphe de y® pour y®=b. La fonction 


y= 92, y°, x) estdonc une fraction rationnelle en y®. Si lon 


permute le role de x etde x°, ona évidemment 7° =o(x°, y, x). 
La fraction rationnelle y( 7°) est done nécessairement du premier 
degré. L’équation (1), par suite, est une équation de Riccati. 

Supposons maintenant que lintégrale générale y(x) soit une 
fonction a nr branches; par définition, nous entendrons par la 
que chaque intégrale y(x) a exaclement n branches, exception 
étant faite peut-étre pour certaines intégrales formant un en- 
semble dénombrable. 


Soit c une quelconque des valeurs de y°® telles que lintégrale 


y(a, y°, x) ne soit pas une fonction de # an branches. 
Représentons par E l’ensemble (') de ces points ¢ dans le plan 


(1) Soit n’ le nombre de branches de l'intégrale y(z, c, x); n’ est nécessaire- 
ment moindre que n. Carsin’ >n, Vintégrale y(2, y, wx) admettrait au moins 
n' branches pour doutes les valeurs y’ voisines de c, Un raisonnement analogue 
montre que tout point limite y° des points c est aussi un point c; aulrement dit, 
Vensemble dénombrable E est ferme; il renferme son ensemble dérivé. Mais 
ces remarques ne sont pas indispensables au raisonnement qui suit. Ce raison- 


Be 10 
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des y®. Si b n’est pas un point de cet ensemble, lintégrale 
y(a, v°, 2°), pour y® égal a b ou yoisin de 6, est une fonction 
de x an branches, soit les branches 7, ..-, x. Les combinai- 
sons symétriques 
es) 
i: Slee Bian. Ser Ao Ir 
j= 
at . 
ont une valeur unique (x gardant une valeur distincte des ¢) en 
vl 8 ) 
tout point & du plan des y® qui ne fait pas parue de Pensemble E, 
et cette valeur est une fonction méromorphe de y°® pour y°= 6. 


Si done l’expression uniforme Sy = (2, y°, 2°) presemlendes 


singularités non polaires, ces points singuliers font parue de Pen- 
semble dénombrable E, et par suite, d@aprés un théoréme bien 
connu, ilen est, soit le point y’= y, qui sont csolés. Les mémes. 
remarques s’appliquant aux autres combinaisons symétriques, la 


foncuon y = o(z, vy, «°) vérifie une relation de la forme 
(1) yt Ape as Byer xo) yr! +...+ Ai (2, yo, x) ¥ be Roe nyo x) = Ws. 


ott les A; sont des fonctions un/formes de v® qui, si elles ne sont 
pas algébriques, admettent au moins (a distance finie ou infinie): 
un point singulier isolé (point essentiel au sens de Weierstrass), 
Aas 
soit le point y° = y. 
Mais si l’on permute le réle de x et de ®, on voit aussitdt que la 


fonction y°=o(.«°, y, x), fonction définie par (1), vérifie aussi 


la relation 


(2) yes Nea, ne x) yn! eee A, (2, y. L) yO Ay (2°, je. x)= 0,. 


ce qui estimpossible, comme on sait ('), siles fonctions Aj (a, y°, 2°). 


(ou une d’entre elles) admettent un point singulier essentiel. 


nement ne différe pas Wailleurs du raisonnement des pages 19-20 du texte. Mais 
je Jui donne ici un peu plus de développement en vue de ce qui va suivre. 

(1) La proposition élémentaire sur laquelle on s’appuie ici est la suivante : 
Soit y(«) une fonction analytique de z définie par une relation 


(3) HPA Ay (CB) YP ee Ay ()Y + Ay (Z)= 0, 


ou les A; sont des fonctions uniformes de s dont une au moins admet s — a 


ee 
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La fonction y = 9(2, y°, x°) vérifie done la relation 
H+ An7(@, 7°, 2°) yP-t + Ad (a, y, x9) y + Ao( 2, Yo, 2) = 0, 


ot les Aj sone des fonctions rationnelles de y® (et des fonctions 
J ° 
uniformes de x et de x). Cest une fonction algébrique de y. 


Du réle des points critiques fixes et des points critiques 
mobiles. 


Convenons de dire quun contour fermé C du plan des 2 ne 
tourne pas autour dun point fixe =, sil’on peut le réduire a un 
point par une déformation continue sans rencontrer ce point &. Ceci 
revient a dire que l’angle du vecteur Ex avec Vaxe réel positif 
reprend sa valeur initiale quand x parcourt une fois le contour, C. 
Si, au contraire, cet angle s’augmente de 2m (m entier positif 
ou négatif), on dit que le contour C tourne v fois autour du point &. 

Cette définition admise ('), soient y, ety, deux branches d’une 
intégrale parliculiére )(2) de l’équation (1); nous dirons que ces 
deux branches se permutent autour des points critiques mobiles 
si l'on peut passer d'une détermination a l’autre en faisant décrire 
a 2 un contour fermé gui ne tourne autour d’aucun des points 
critiques fixes E. 


Equations dont Vintégrale générale n’admet que n 
branches permutables autour des points critiques mobiles. 


Si Pintégrale générale v(x) a ses points critiques fixes, soit L 


comme point singulier essentiel isolé. // est impossible que la fonction inverse 
s(y) sott une fonction a un nombre fini m de branches. 

En effet, (moyennant le changement éventuel de y en y +h, fh désignant une 
constante), il est loisible de supposer que A,(z) admet s = y comme point essen- 
tiel et, d’autre part, que pour vy =o les fonctions z( y) a ses m valeurs régu- 
liéres et distinctes de la valeur y; pour y voisin de zero, Jes m valeurs de 3( y) 
différent donc de y de quantités supérieures en module a une certaine quantité 
positive 9. Or, on peut toujours donner a s des valeurs lendant vers zéro et 
telles que A,(s) tende vers zéro avec elles; pour ces valeurs, l’équation (3) eny 
a au moins une racine qui tend vers zéro; pour des valeurs y voisines de zéro, 

2(y) aurait done une yaleur voisine de y, donc plus de m valeurs ce qui est 
contre l’hypothése. 

(1) Voir, au sujet de cette définition, les n°* 12, 13 et 14 
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. pee Fi . r 
un chemin allant de x? en x sans passer par aucun point §; la va- 


leur yo x,y, v°) ainsi définie est une fonction partout méro- 
morphe de), donc une fraction rationnelle. On voit, comme au 
n° 5, qu'elle est du premier degré ; |’équation (1) est une équation 
de Riccati. 

Supposons maintenant que chaque intégrale y(a) ait exacte- 
ment n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
sauf peut-étre certaines intégrales formant un ensemble dénom- 
brable et que nous appellerons exceptionnelles. Nous dirons, alors 
que lintégrale générale admet rn branches permutables autour 
des points critiques mobiles. 

Soit, comme plus haut, y?=c une des valeurs (') pour les- 
quelles Pintégrale y (2, y°, x) est exceptionnelle et soit E l’en- 
semble des points ¢ dans le plan des 7°. Pour toute valeur 9° = 6 
gui ne fait pas partie de Vensemble E, Vintégrale y (x, b, x) 
admet n branches permutables autour des points critiques mobiles, 
soit les branches Y,, Y2,..., Y,; nous pouvons tracer, dans le plan 
des x, un chemin L joignant 2° et. (sans passer par aucun point §) 
et (7 —1) contours fermés partant de 2 pour y revenir sans tour- 
ner autour d’aucun point €, tels que y(z, b, x) acquiere en x sur 
ces chemins les rn valeurs Y,, ..., Yn. Pour y® voisin de b, l’in- 
tégrale y(2, 7°, x”) prend en 2, sur les mémes chemins, n va- 
leurs-disumctes y,, ..., 7, voisines de Y,, ..., Yn, e€ ces m vax 
leurs se permutent autour des points critiques mobiles. Les 
combinaisons symétriques 

jan 


ee, SEE Ons a leics & 4/400 


Jet 
auront donc (le chemin L étant donné) une valeur bien déterminée 
pour toute valeur 6 (finie ou infinie) de y® qui ne fait pas partie 
de ensemble E, et cette valeur sera une fonction méromorphe 


dew? poury* ==). 


; : ; Mieaeyy 
(") On peut faire sur ces valeurs les mémes remarques qu’a la page 145 (note). 


Lintégrale y(a, c, x) ne peut avoir que n’< 7 branches permutables autour 
des points critiques mobiles. De plus, l’ensemble E est fermé. 
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Des lors, on peut répéter sans modification le raisonnement du 
n° 5. Les fonctions Aj(x2, v°, #°) sont nécessairement rationnelles 
en y°; la seule différence est que ces fonctions ne sont plus, en 
général, uniformes en x ou en x°. I] résulte évidemment de ce qui 
précede que leurs diverses branches sont holomorphes ou méro- 
morphes en x et en .c° lorsque .c et x different respectivement des 
-yaleurs E, mais elles peuvent admettre ces valeurs comme singu- 
larités transcendantes fixes, soit dans le plan des x, soit dans le 
plan des x° ('). 

En définitive, pour la classe d’équations considérée, la fonc- 
tion y= 0(x, y®, x°) est une fonction algébrique de y, et les 
branches de cette fonction qui se permutent entre elles, quand on 
fait varier seulement y°, correspondent a 2 branches dintégrale 
v(x) permutables autour des points critiques mobiles. 


8. Propriétés des équations précédentes. — Les équations du 
numéro précédent, comme celles du n° 5, rentrent donc dans les 
équations dont lintégrale générale y(2) est une fonction algé- 
brique de la constante arbitraire convenablement choisie. On a 
vu, dans le corps de POuvrage (p. 19-25), que lintégrale générale 
de l’équation (1) peut alors se définir par une relation de Ja forme 


; 5 vit ba-ala)yt +. thly(e)y Ule,y) 
(1) Cie oT ag) paar Ss Ream «ay eae re ae LENT 3 = Wie ws , 
Mn—-\(2) y ices SNE ea (Gani) 


ot: 4 désigne lintégrale générale d'une équation de Riccati : 


dh 


da 


(iI) = G\r)h?+ H(r)A+ K(x), 


les coefficients L;, Mj, G, H, K désignant des fractions ration- 
nelles en x. 


(1) Par exemple, léquation y’ = z 2 comme intégrale 7 = y°+ log Potty we 


el £=oco sont points logarithiniques de y= (2, y°, 2°) ainsi que z°=0 
ltl 

: i ae ee Ra atets) gee ral 

cha’ —io. De méme, lequation vy =— Fe; a comme intégrale y = y*e 


Ag : ‘ ay rare 0 z\* 
Péquation y= = comme intégrale : y = y B) : 
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Lintégrale de l’équation (II) peut s’écrire : 


Cf+ hi 


(II dzs) IN(2)) = Cae, 


(C constante arbitraire), 

les fonctions f, f,, 2 et 9, étant des fonctions bien déterminées et 
holomorphes de x dans le voisinage d’un point 2° arbitrairement 
a 


choisi en dehors des points §. Si on remplace ) par cette expres- 
sion dans (I), toute intégrale 7 (a) de (1) vérifie l’équation 


C Wie 
(1 bis) a fsredit = Lee yv) 
Co+ Wilaas, pe) 


pour une valeur convenable de C: 
Considérons l’équation 
ou SON 
HD) j/—— —U— =o, 
(HT) Oy Oy 
dont le premier membre est un polynome en y de degré (2n — 2) 
au plus; soit y= g(2) une de ses racines, et 7 son ordre de mul- 
uplicité (pour 2 quelconque). 

Si vy = g(x) est en méme temps une intégrale particuliére de (1), 
Pégalité (bcs) admet, pour une valeur convenable de la con- 
stante C, la racine y= g(#) comme racine d’ordre 7 +1 (pour 
x arbitraire). Appelons solution multiple d’ordre J +1, toute 
intégrale particuliére y = g(a) de (1) qui, pour une valeur conve- 
nable de la constante et pour x arbitraire, est racine d’ordre Jai 
de l’équation (Ldbzs) en y. Une telle solution est nécessairement 
racine d’ordre 7 de I’équation (II) et, par suite, est une fonction 
alyébrique de x. Les valeurs de la constante C qui correspondent 
aux solutions multiples seront dites valeurs remarquables de C. 

: a eer ae é Fs P(za 3 

Ceci posé, le coefficient différentiel de (1) étant oe soient 

2.0, 
p et q les degrés en y de P et de Q, et soit y le plus grand des 


nombres p et g + 2. Il est loisible (moyennant une transformation 
homographique effectuée sur 7’) de supposer p =v, g =v — 2, et 
c’est ce que nous ferons. On a démontré (p. 23-24) que y est exac- 
tement €égal a 2n, a moins qwil nexiste des solutions mul- 
tiples de (1). Mais dans ce dernier cas, l’équation de Riccati (11) 
admet au moins une solution algébrique et se raméne aux quadra- 
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tures. La relation qui existe entre y et 7 est alors : 


(1V) ysan—y, 


J +1 désignant la multiplicité d’une des solutions multiples et la 
‘ete é ’ : : 
somme » étant étendue a toutes les solutions multiples. 


Sil n’existe quune seule valeur remarquable, soit C,, de la 
constante, désignons par , la solution correspondante de l’équa- 
tion de Riceati (solution qui est nécessairement rationnelle) ('), et 
par 7, le nombre des racines distinctes de l’équation (1) en y quand 


on y remplace 4 par A, (2 étant arbitraire). La somme yy est 


égale an — /,, done au plus égale a n —1, et v est au moins égal 

‘ : : ; I Fe Aye ‘ 

an-+1. La transformation » (#2) = Sy rameéne Péquation (11) 
a: Aq 


a une équation linéaire a coefficients rationnels. 

S’il existe deux valeurs remarquables (mais deux seulement), 
soit Cy, et Cy, de la constante, désignons par A, et A» les intégrales 
correspondantes de l’équation de Riccati, par /, et ¢, le nombre 
des racines distinctes de |’équation (I) en y pour ) = A, et } = do. 


Ona 


yv=an—(n—1,)—(n—h) H+ hy. 


Comme i est loisible d’effectuer un changement homographique 
sur C, on peut toujours admettre que C= 0 et C = » sont les deux 
valeurs remarquables de CG et Péquation (I brs) peut alors s’écrire 


(V) G=u(2x)[y — gi(z)|“[y — g2(x)]®...[y¥ — oy(@)]o= Se, x), 


ott les ¢ sont des entiers positifs ou négatifs sans facteur commun. 
La somme des entiers 7 positifs est égale 4 n et celle des entiers ¢ 
négatifs a — n. 

S’il existe au moins trois valeurs remarquables de la con- 
stante, Vintégrale générale de (1) est nécessairement algébrique. 
Le nombre des valeurs remarquables de C et des solutions mul- 


uples de (1) est évidemment fini. 


(‘) En effet, si 4,(2) avait au moins deux branches, ces deux branches, d’apres 
(II bis), correspondraient a deux valeurs distinctes de C qui seraient toutes deux 
remarquables. 
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9. Posons-nous d’aprés cela la question suivante : 


Reconnaitre si Vintégrale générale d’une équation (1) 
donnée nacquiert qwun nombre donné n de branches autour 
des potnts critiques mobiles. 


La question (p. 24) se résout a l’aide d’un nombre fini d’opéra- 
tions rationnelles, et si la réponse est affirmative, la méthode 
fournit explicitementles équations (L) et (IL); ?équation (1) estainsi 
ramenée rationnellement a une équation de Riccat. 

Posons-nous maintenant la méme question, mais sans que le 
nombre n soit donne. 


Soit toujours 
P = g +-2=>YyY, 


A ; : i a x A 
L’entier n est au moins égal 4-- On peut toujours reconnailtre, 
2 


a aide d’un nombre fini d’opérations rationnelles, si Pentier ma 
une valeur inférieure ou égale a y. Quand la réponse est négative, 
si Pintégrale jouit de la propriété étudiée, il existe au moins deux 
valeurs remarquables de la constante ( puique y estinférieur a m—+1). 
Sil en existe au moins trois, l’intégrale de (1) est algébrique : écar- 
tons ce cas. S’il en existe deux seulement, l’intégrale peut se 
mettre sous la forme (V). Il est facile de reconnaitre sil en est 
ainsi. 

En effet, on peut toujours décider, a aide d'un nombre find 
d’opérauions rationnelles, si l’intégrale d’une équation (1) donnée 
se laisseanettre sous la forme (V), oti les ¢ désignent des constantes 
numériques quelconques dont la somme est nulle. Il suffit d’ex- 
primer que l’équation 


0 a _ oO ae 
(VI) ee Dey ele) as 


coincide avec l’équation (1); or ’équation (VI) peut s’écrire 
Ai(a, vy) + y' Aa, y) 
oo. ba a ones 


A et A, désignant deux polynomes en y, le premier de degré v — 2, 
Je second de degré y au plus, et B désignant un polynome de 
degré y en y dont les racines sont les valeurs vy = g(x). Comme 
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on doit avoir 

Agen E 

reeet Cy 
le polynome A en y doit étre divisible par le polynome Q en y de 
degré au moins égal; les deux polynomes ne différent done que 
par un facteur fonction de x seulement et qu il est loisible de sup- 
poser égal a1. Il suit de la que da différentielle 


P dx — Qdy 


. . I \ 
admet un multiplicateur Bp? ou B est un polynome en y de 


degré y 4 racines simples. 

On commencera donc par reconnaitre (ce qui est facile) si un tel 
multiplicateur existe. S’il existe au moins deux tels multiplica- 
teurs distincts (c’est-a-dire qui différent autrement que par un 
facteur constant), leur quotient est une intégrale premiére de 
léquation (1), et ce quotient est une fraction rationnelle en ) de 
degré y : lentier 7 serait par suite égal av, ce qui est contre Vhy- 
pothése. En définitive, dans lhypothése o& nous nous placons, 
deux cas seulement sont possibles : ou bien il n’existe pas de mul- 


upheateur de la forme ne ou bien il n’en existe qu’un (défini a un 
facteur constant pres ). 
Si l'on pose 
B=V(x)[y¥+ 21(7) yY?+...+ %(2)], 
les fonctions 2(2) sont délterminées rationnellement, ainst 
Pz) 


iG) 
L’expression B étant ainsi calculée, il faut : 1° que les ra- 


gue 


cines y = gx(x) de B soient toutes simples; 2° que les résidus cx (") 


Q 


de la fraction B rationnelle. en y aient des rapports comumensu- 


rables. Quand ces conditions sont remplies, considérons ces 


(1) Ces résidus sont des constantes (indépendantes de x), car soit 


un des termes de la fraction . décomposée en fractions simples; 2izc, est une pé- 


QO dy—P dz 
riode de la différentielle ee donc de la différentielle totale exacte a, 


elle est, par suile, indépendante de x; c, est une constante numérique. 
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‘ Cp. : oe ; ‘ 
nombres rationnels ““ rendus irréductibles; appelons 7@ le plus 
Cy 


petit commun multiple de leurs dénominateurs; il nous est loisible 
de multiplier B par une constante numérique telle que c, de- 
vienne z,. La nouvelle expression 


Qdy —P der 
B 


est une différentielle totale exacte oti l’on a 


Q uy ty ie : by 
Se eee 


0 ‘ 
— t Vesia) age lcct — — log Cy = &: yi 
Pye YB y-& ed 


les ¢ désignant des entiers sans facteur commun. 
La primitive de cette différentielle est donc de la forme 


logi(y — greet h(a), 
et Vona 


o, A dy + Ag dz 
Bil Baby fgg pony a a, 
VASE ed) 


Qdy—Pde_,,, ; ip ( ay 
Ep tes D 


(vy — gx). Lidentité 


A et A, étant des polynomes en y rationnels en x, ainsi que 


h'l(y — gr) + Ae 


P 
A Q 


montre aussitét que fA’ est connu, lui aussi, rationnellement. 
En définitive, dans le cas que nous venons de traiter, nous savyons 
mettre Pintégrale sous la forme 


H(z, y) >< Uae) ="const-. 
4 UE F . 
ou H est un polynome en y et x et ob — =/' est rauionnelen x. 
= u 


10. Conclusion. — Posons-nous,-d’aprés cela, le probleme 
suivant : 


Reconnattre st Vintégrale générale y(x) d’une équation (1) 
donnée est une fonction TRANSCENDANTE qui n’acquiert qu'un 
nombre fint Non vonnt de branches autour des points critiques 
mobiles (ce nombre étant le méme pour chaque intégrale, sauf 
peut-étre pour un ensemble dénombrable d'intégrales parti- 
culiéres). 
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La réponse s‘énonce ainsi : On peut, a Vaide d’un nombre 
Sint @opérations rationnelles, résoudre le probléme et (si la 
réponse est affirmative) ramener léquation & une Equation de 
Riceati (*). 

I] est intéressant de remarquer que si on se pose le méme pro- 
bléme en supprimant la restriction que lintégrale doit étre trans- 
cendante, le probleme devient beaucoup plus difficile; on ne sait 
pas reconnaitre encore, en général, si lintégrale générale d’une 
équation (1) donnée est algébrique. Le probléme transcendant ap- 
parait done ict comme plus simple que le probléme algébrique cor- 
respondant. 

La nature de lintégrale générale v(x) Vune équation (1) est 
bien élucidée d’aprés ce qui précéde, dans le cas ot elle n’acquiert 
qu’un nombre fini de branches autour des points critiques mo- 
biles, ce nombre élant le méme pour chaque intégrale particu- 
liére, sauf peut-étre pour certaines intégrales exceptionnelles 
formant un ensemble dénombrable. 

Mais il est impossible de ne pas se poser la question suivante : 


Quelle est la nature de Vintégrale générale y(a) dune équa- 
tion (1), quand chaque intégrale particultére est une fonction 
dex an branches av vius ou (plus généralement) admet au 
pLusn branches permutables autour des points critiques mobiles? 


Avant de traiter cette question, j’étendrai les résultats pré- 


(‘) Toutefois, sous cette forme, |’énoncé comporte une certaine restriction ; 
une fois l'équation (1) ramenée ‘a une équation de Riccati, son intégrale ne sera 
transcendante que si lVintégrale de cette équation de Riccati n’est pas algébrique. 
Or, quand on cherche a reconnaitre si |'intégrale d’une équation de Riccati (a 
coefficients rationnels) est algébrique, il est un cas exceptionnel ot lon ne sait 
pas trancher la question mais ot lon sait seulement ramener V’équation a 
la forme — = H(a), H étant une fonction algébrique de a a deux branches. 

u 


Toute la difficulté est alors de reconnaitre si les périodes de [W(o) ae sont 


commensurables avec 2iz, probléme d’Abel qu’on ne sait pas résoudre en géné- 
ral. L’énoneé absolument correct répondant au probléme du n° 10 serait donc : 
On sait résoudre le probléme a l'aide d’un nombre fini d’operations ration— 
; ‘ du ee 
nelles, ou ramener l’equation a la quadrature marke H( 2) dz, (H fonction al- 


gébrique a deux branches). 
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cédents aux équations (1) ot le coefficient différentiel est encore 
rauonnel en y, mats non plus en x. Cette extension nous per- 
mettra de mieux faire ressortir certaines difficultés particuliére- 
ment délicates. 


li. Propriétés des équations (1) rationnelles en y et ana- 
> 


ly tiques en x. — Supposons d’abord que, dans l’équation (1), 7 soit 
rationnel en y et uniforme (mais non rationnel) en 2. Rien n’est 
changé aux théorémes fondamentaux des n°* 2 et 3 non plus qu’aux 
résultats des n°’ 5 et 8, A condition de ranger parmi les points € 
énumérés p. 8-15 les singularités transcendantes des coefficients 
de P et de Q (points essentiels, ensembles parfaits de points singu- 
liers, lignes singuliéres). Quand Vintégrale générale de Véqua- 
tion (1) acquiert 2 branches autour des points critiques mobiles, 
l’équation se raméne 4 une équation de Riccati (I) (p. 149) par 
une transformation (1); mais les coefficients de cette transforma- 
tion ne sont plus rationnels en 2 non plus que les coefficients 
de (IL); ce sont des functions algébriques rationnelles des coeffi- 
cients de P et Q et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre. 
Supposons maintenant que P et Q soient des polynomes en y 


dont les coefficients sont des fonctions multiformes de x. Consi- 
5) 


; . I 
dérons une branche quelconque de la fonction Q’ et appelons 
point § tout point singulier non polaire z—=€ de cette branche, 
et tous les points énumérés p. 8-19. Bornons-nous (mais unique- 
ment par raison de clarté) au cas ot il n’existe qu’un nombre fini 


; eet . 5 
de tels points §. Si 29 nest pas un point S partons de x» avec une 


: ee, | : 
valeur y» de y et en adoptant une branche déterminée de —, puis 


) 
faisons décrire a x un chemin qui ne passe par aucun oot es 
toutes les propositions précédentes (n°s 1-8) peuvent étre répétées, 
moyennant toutefois la remarque déja faite sur la nature des coeffi- 
cients des équations (I) et (II), coefficients qui sont alors trans- 
cendants. 

Cette extension faite, revenons au role des points critiques fixes 


et mobiles. 


12. Retour sur les propriétés des points critiques fixes et les 
points critiques mobiles. — Soit § un point singulier fixe de Vin- 
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tégrale générale y(2) de (1). Par définition (n° 6), le point 2, 
quand il a parcouru un contour fermé, n’a pas tourné autour du 
point § si Vargument de .2—£§a repris sa valeur initiale. 

Par exemple, supposons que a décrive q fois un cercle de 
centre — dans le sens positif, puis un lacet autour d’un poml eri- 
tique mobile, et enfin g fois encore le cercle C, mais dans le sens 
négauf. Quand ila parcouru ce contour, 2 n’a pas tourné autour de &, 

Appliquons cette remarque a l’équation (2) étudiée au n° 4 


t v 
(2) ry 
: a(Y +1) 

Considérons une intégrale particuliére quelconque 9 (x) et la 
branche de cette intégrale, soit 4, (7), qui s’annule pour z =0; 
soit y® la valeur de cette branche pour 2° voisin de zéro; si 
le point 2 déerit g fois dans le sens posiuf un cercle C de 
centre § = 0 (a partir de 2°), la branche 7, (7) considérée (holo- 
morphe pour 2 = 0), reprend toujours la méme valeur en 7°. 

D’autre part, la fonction y(.7) admet le point critique algé- 

‘ HU 
brique x,=— 

yo 
nent égales 4 —1 et se permutent autour de x,. Joignons x° a x, 
‘par un chemin L tel que quand x décrit L, y(a) partant de x° avec 
da valeur y® ait en .x, la valeur —1; puts faisons tourner x une fois 


e's en ce point, deux valeurs de y devien- 


autour du point x2,, revenons au point 2° sur le méme chemin L 
[soit y2(2°) la nouvelle valeur de y], et faisons décrire encore 
q fois a.x le cercle C, mais dans le sens négatif. Quand x a par- 
‘couru ce circuit total, x n'a pas tourné autour des points cri- 
tiques fixes de l’éyuation (2). Mais la branche y2(x) de y, 
-admettant =o comme point transcendant d’espéce logarith- 
mique, g valeurs de y(.r) se permutent entre elles dans les g der- 
niéres rotations (') le long de C. Nous arrivons ainsi a cette con- 
‘clusion d’apparence un peu paradoxale : l’intégrale y(x) de (2) a 
deux points critiques fixes r= 0 el xr =x, elun seul point cri 
tique mobile (point algebrique au votsinage duquel deux 
branches se permutent); mats une infinité de branches de y(x) 
_se permutent entre elles quand x tourne autour du point cri- 
tique mobile sans tourner autour des points critiques jines: 


(') La méme chose a lieu si l’on renverse le sens des rotations autour de O. 


158 NOTE. 


{3. Tracons, dans le plan des x, une demi-droite issue de O, par 
exemple l’axe réel négatif L. Dans l’exemple précédent, le point & 
franchit g fois cette coupure dans un sens et g fois dans le sens 
inverse. Qu’arriverait-il si l’on assujettissait le point # a nejamats 
franchir la coupure L? 

Définissons une intégrale y(z) de (2) par savaleur y® pour 7 =¢. 
Il est facile de voir que, suivant que y® est dans un certain do- 
maine D de son plan ou en dehors de ce domaine, y(a) acquiert 
deux valeurs ow une seule quand « varie arbitrairement sans 
franchir L. 

Considérons en effet lintégrale y(z) qui pour =a est égale 
4’ —1, et suivons les deux branches y,, vy» de y(a) ainsi définies 
jusqu’au point z= sur un chemin qui ne traverse pas L. Nous 
arrivons ainsi en ¢ =1 avec deux valeurs y; = /f\(@), Y2=fo(@) 
bien déterminées; quand a varie arbitratrement, les deux points 
¥i(@), ¥2(@) varient dans un certain domaine D du plan des y, 
domaine limité par les lignes que parcourent y, ety, quand a dé- 
crit la coupure L ('). Ce domaine D n’embrasse pas d’ailleurs tout 
le plan des y. En effet, soit vy, une troisi¢me branche de l’inté- 
grale y(x), et y® sa valeur pour = 7. Quand z varie a partir du 
point @ sans franchir L, la branche y; (2) ne présente ni en dehors 
de L ni sur L aucun point critique (7); la valeur de y® n’est donc 
atteinte par aucune des foncuons y, (a), y2(a) quel que soit a. 

Donc, quand x varie arbitrairement a partir de x =i sans 
jamais franchir la coupure kL, Vintégrale générale y(x) de (2), 
définte par «=, y= y®, adeux déterminations si y® est inté- 
rveur au domaine D, et une seule détermination si y® est exlé- 
rieur a \) ou sur la frontiére de ce domaine. Ce domaine D dé- 
pend essentiellement de la demi-droite L issue de l’origine quit 
nous a plu de choisir. 


(7) Aun point @ de L correspond deux couples de valeurs y,, 9’, (et non un 
seul) suivant qu’on va de @ au point 2 = sur un chemin qui part de L dun 
coté ou de autre. Posons y°= u-+ iv, La frontiére de D fait partie de la courbe 


= Z y A 1 ae Ac Loaqlite y o & 4 
u = v tangy, comme on le voit, d’aprés l’égalilé yer = yey zor en faisant y =—1, 


z°’=7 et en donnant a @ des valeurs réelles (négatives). 
(*) Autrement, Vintégrale particuliére y(a) admettrait au moins deux points 
critiques mobiles, et l’on sait qu’elle n’en posséde qu’un (n° 4). 
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14. De la rotation autour des points critiques mobiles. — 
Imaginons qu’a la définition adoptée au n° 6, au sujet de la rotation 
de a autour des points critiques mobiles, nous substituions la défi- 
nition suivante : 


Les points = étanten nombre fint, tragons & partir de chacun 
de ces points des lignes s’écartant a Vinfini et sans points 
communs. 

Convenons de dire que Vintégrale générale y(x) est une 
fonction an branches permutables autour des points critiques 
mobiles st, quand x varie sans franchtir ces coupures, n branches 
exactement de chaque intégrale parliculiére y(x) se permu- 
tant entre elles (exception étant faite peut-élre pour certaines 
intégrales formant un ensemble dénombrable). 


Quelles sont les propriétés qu’entraine cette définition? Il est 
bien évident, tout d’abord, quelle permet de répéter tous les rai- 
sonnements dun" 7 : toute équauon qui répond a la définition 
nouvelle rentre done dans la classe des équations dont l’intégrale 
générale y(a) est une fonction algébrique de y°®. Mais cette défi- 
nition est beaucoup plus étroite que celle du n° 6, comme le 
montrent aussitol les exemples suivants. 

Considérons l’équation 


dont l'intégrale générale est y =Vlogz + (y°)?, siy® estla valeur 
de y pour « = 1. Les points Esoutici 7 = 0 et 7 ==. D'apres la 
définition du n° 6, lVintégrale y(x) est une fonction a deux 
branches permutables autour des points critiques mobiles, mais 
elle ne répond pas 4 la nouvelle définiton. Tracons, par exemple, 
le demi-axe réel négatif et assujetlissons x a ne pas le franchir. 
Lintégrale y(z) a deux branches permutables si y® se trouve dans 
la partie D du plan comprise entre les deux hyperboles See ea, 
(y°=£-+ n1); si y® est extérieur a D, y(z) n’acquiert qu'une 
détermination quand x varie sans franchir la coupure. 
Considérons de méme la fonction 


y= VC+Y7e + VC—Vax 
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ul vérifie l’équation 
q | 


q 2V 
nae rae Ty? 
AGL Wee 


elle acquiert quatre déterminations autour des points critiques 
mobiles, d’aprés la définition du n° 6. Appliquons la nouvelle défi- 
nilion en prenant comme coupure l’axe réel positif du plan des x; 
y (a) acquiert alors deux déterminations sauf pour les valeurs 
réelles de C. La nouvelle définition n’est donc pas satisfaite. En un 


mot, elle est beaucoup plus restreinte que la premiére. 


15. On pourrait, il est vrai, adopter la derniére définiton en 
supprimant la restricuon quelle renferme. Les coupures étant 
tracées, on conviendrait de dire que l’intégrale générale y (x) est 
une fonction a n déterminations permutables autour des points 
critiques mobiles, si v (7) n’acquiert que rn valeurs au plus quand 
x varie sans franchir les coupures. Mais si l’on applique cette défi- 
nition a l’exemple du n° 13, on voit que l’intégrale y(z, 7°, x?) 
de ’équation (2), permutable autour des points critiques, acquiert 
deux déterminations ou une seule suivant que y® est dans une cer- 
laine région D de son plan ou dans une autre : la région D dépend 
essentiellement de la coupure issue de v=o que nous choisis- 


sons. Enfin, y(a, v°, x°) est une fonction dey? dune infinité de 

branches. La derniére définition proposée esta la fois arbitraire et 
Hien ee . ? ant an oge 

trop générale. C’est bien la définition du n° 6 qni s impose dans les 

problémes que nous traitons ici. 


16. Remarques sur Péquation y'= He) » ott H est une 
i 


a 
fonction transcendante de x. — Les remarques précédentes en- 
trainent des conséquences intéressantes sur Véquation (2) ot l'on 
remplace x par une fonction transcendante convenable d’une nou- 
velle variable. 

Considérons, dans le plan des x, une aire A située tout entiére 
au-dessus de l’axe réel, et limitée par un contour fermé qui nest 
nulle part analyltique. Soit « =F(X) une fonction effectuant 
la représentation conforme de A sur le cercle [ du plan des X qui 


ce ; : ee, he 
a Vorigine pour centre et pour rayon lunité. La fonction an, as 
7 
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holomorphe dans [, admet la circonférence [ comme coupure 
essentielle. 

Si nous remplacons 2 par F(X) dans Péquation (2), il vient 


ay FX) 6% = W(X) Wa ; 


2 bt MS pte A aes 
Rae) aX F(X) y+ esi 


H(X) désignant une fonction de X, holomorphe dans T et pré- 
sentant cette circonférence comme coupure essentielle. A linté- 
rieur de T, lintégrale y(X) n’a pas de points singuliers fixes. 

Supposons, par exemple, que F soit égal A 7 pour X=o. Défi- 
nissons une intégrale particuliére (yX) de (2 bis) par X=o, 
vy=~y. Je dis que Vintégrale y(X) est une fonction uniforme 
ou a deux branches selon que y° est extérieur ou intérieur a 
un certain domaine D' du plan des y°. 


En effet, soit @ un point du domaine A; constdérons Vinté- 


grale y(x) de (2) qui, pour =a, est égale 4 —1, et faisons dé- 
erire ax, a Vintérieur de A, un chemin quelconque joignant les 
points 2 =a et x =7; soient, comme plus haut, (a), ¥2(a) les 
deux valeurs ainsi obtenues pour x = 7; quand @ varie dans A, ces 
deux valeurs y,(@), y2(@) varient dans un certain domaine D/ 
(compris dans le domaine D du numéro précédent). Sz ° est inté- 
rieur & D', Vintégrale y(X)'est une fonction de X a deux 
branches, admettant la circonférence l comme coupure essen- 
tielle ('); si y° est extérieur a D' ou appartient a sa fronticre, 
¥v(X) est holomorphe dans la circonférence V [coupure essen- 
tielle de y(X)] (?). 

Remarquons que Vintégrale générale de (2 bzs) est définie par 


la relation 
| EE. a ; 


(ie OE es 
Jy y F(X)? 


sit <,—1,,0 00 f —7; lintégrale y = o(X,,y°), définie par 


‘ 


Ly er = yer K(X), 


(1) Soit 7,(X), 7 (X) ces deux branches; y,+ y, et ¥,y, sont des fonctions 
de X holomorphes dans [; y(X) admet dansT un seul point critique. 

(7) Si le domaine A comprend lorigine w = 0, Vintégrale y(X) est une fonction 
qui a dans T un seul point critique (qui est fixe) ou au contraire deux points 
critiques, l'un fixe, l'autre mobile, cela suivant que y° fait partie ou non d’un certain 
domaine D’. Dans le dernier cas, une infinité de branches de y(X) se permutent 
sans que & tourne autour des points critiques fixes. 


B. : II 
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est une fonction de X a@une ou deux branches suivant les valeurs 
de y°, définie seulement dans I (coupure essentielle ), et une fonc- 
tion de y®, a une infinité de branches. Si y® est extérieur au 
domaine D’, une seule de ces branches représente l’intégrale y(X) 
égale a. y° pour X = 0; toutes les autres branches représentent des 
intégrales particuliéres de (2 d7s) qui ne se permutent pas dans le 
champ des X avec la précédente. Siy® est intérieur au domaine D’, 
la méme remarque s’applique a toutes les branches de 9( X, y°), 
sauf a deux. 

Si y°® varie et sort de D’, une des branches de 9(X, y®) qui 
coincide avec une des deux branches de l’intégrale y(X) définie 
par X=0, y= y°,. cesse de jouir de cette propriété quand 
franchit la frontiére de D’. 

Soit y(x) Vintégrale de (2) définie par 7 = 7, y = y°, et soient 
VisiVeweauus ¥,> + les: valeurs.qu acquiert (2) quandarsdecmt. 
a partir de ¢, un contour fermé quelconque sans tourner autour 
des points critiques fixes. Parmi ces valeurs vy}, y$, ..., il en est 
une seule ou il n’en estaucune qui soit une valeur, pour X =o, de 
Ja fonction y(X) définie par X = 0, y= y°, cela selon que y® est 
intérieur ou non a D’. Les branches de la fonction y= 9(X, y°) 
représentent les intégrales y(X) de (2 bcs) qui, pour X=o, 
prennent les valeurs 


0 0 0 0 
HER AE ILO) oeheigh MT er29 


17. Dans exemple précédent, H(X) est une fonction uniforme 
a ligne singuliére essentielle. On peut former des exemples qui 
présentent des propriétés aussi curieuses, et ob H(X) est une fonc- 
tion a une infinité de branches, n’ayant qu’un nombre fini de points 
singuliers. 

dz 

(2—1)(s+ X) 
w;,(X), w2(X) deux périodes primitives de cette intégrale, choi- 


» et solent 


Considérons l’intégrale elliptique ip 


ee , r Ws . "e 
sies de facon que, pour X —1, une des valeurs de — soit +c. 
W4 
Posons 


w=—(X)=t(X), dor X=o(z), 


) 
O)4 


e désignant une fonction modulaire de x. La fonction xa(X) est 
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holomorphe, sauf pour X = 0, X=1, X=wow. Ce changement de 
variables transforme Péquation (2) dans Péquation 
BES y 


dy 
= - = HX) ———, 
aX «(X) y+ a 


Coster) 


la fonction H(X) représentant une fonction a une infinité de va- 
leurs, holomorphes sauf pour X = 0, X =—1, X=oo. Les seuls 
points € sont done ici les points 0, 1, 2. 

Définissons une intégrale y(X.) en prenant X =1 comme valeur 
initiale de X, en adoptant pour X =1 la branche de 7(X) qui est 
égale a ¢, et en appelant y° la valeur correspondante de y(X). 
Quand X yarie arbitrairement, #(X) varie dans son plan au-dessus 
de l’axe réel. Il suit de la que y(X) n’a d’ autres points critiques 
gue X=o0, X=—1, X=osi yest extérieur & un certain do- 
maine D’ du plan des y® ('). Si y® est intérieur a ce domaine, 
y(X) présente un point critique mobile et un seul. 

Quand X décrit dans son plan un contour fermé quelconque 
sans tourner autour des points X = 0, X = 1, deux valeurs de y(X) 
au plus se permutent : en effet, le contour parcouru, z= 7+(X) 
reprend sa valeur initiale, et, d’autre part, comme x n’a jamais 
franchi l’axe réel de son plan, la fonction y(2) correspondante ne 
saurait prendre que deux valeurs au plus chaque fois que x re- 
passe par sa position initile. 


Lintégrale y(X) de lV equation (2 ter) est donc une fonction 
a points critiques fixes ou a deux branches permutables autour 
des points critiques mobiles, selon que y® est extérieur ou inté- 


rieur aun certain domaine D". 


Les remarques faites au n° 16 sur les branches (en nombre 


infini) de la fonction y = 9( X, 7°, X°), peuvent se répéter ici; 
seules, deux ou une de ces branches (permutables dans le champ 


: , 0 & de x oe 
(1) Considérons la relation Yer er a et faisons y=—1, w@=1; dans 
Vs . 0 py? t faisons vari a partir de ¢ au-dessus de l’axe réel 
léquation y° ey” =— Bet eons WatICE Se w Parties é ssus de | 
en adoptant pour 2 =Z2 la racine double y’=—1; la racine 7°(z) décrit alors 


le domaine D”; la courbe limite de ce domaine fait partie de la courbe uw = 9 tangy 
(si y= ut iv) (voir le n° 13, p. 158). 
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des y®) représentent lintégrale y (X) qui, pour X = X°, est égale 
aye: 


Soit X°=1; quand y® franchit la frontiére T de D", une branche 
de o(X, y®, X°), qui représente l’intégrale y(X, y°, X° ) Pun cété 
de I, représente de Vautre coté une intégrale y(X) dont aucune 
branche ne prend la valeur y°. 

Si l'on avait posé 

Ws (X) 


fp a ss od SSO) 
eo as w,(X) ee ee 


une des valeurs de xz correspondant a une certaine valeur X, de X 
serait nulle. L’équation (2%) ainsi obtenue présente un quatrieme 
point €, a savoir X = X,. Quand X varie arbitrairement, x varie 
dans son plan au-dessus de la droite 8 =— 27 (si re =a-+ 80); 
selon que y® est extérieur ou non aun certain domaine D", la fone- 
tion y(X) n’a que des points critiques fixes ou au contraire un 
point critique mobile : dans ce dernier cas, la fonction y(X) a une 
infinité de branches qui se permutent sans que X tourne autour des 
points critiques fixes. La fonction y = 9( X,y®, X°) a une infinité 
de branches qui se permutent dans le champ des 4°; si y° est in- 
térieur au domaine D”, toutes ces branches représentent des | 
valeurs de Vintégrale y(X), dont une des valeurs pour X=1 | 
est y°; si y® est extérieur a D”, une seule de ces branches repré- 
sente cette intégrale. . 


18. Quelques remarques sur les équations dont les inté- 
grales y(x£) sont des fonctions a n branches en plus. — Les 
exemples précédents font comprendre toute la difficulté de la 
question que nous nous posons maintenant : 


Quant les intégrales y(x) d’une équation 


poe eee) 


() RilGn) 


(P et Q polynomes en y) 


ont n branches av vrs, Vintégrale générale y = oa, 97°, 70) 
est-elle nécessairement une fonction algébri ique de Ry icate 


Si nous ne faisons aucune hypothése sur les fonctions analy- 
tiques a;(x), b;(x), coefficients des polynomes P et Q envy is 
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réponse est surement négative. L’exemple du numéro 16 nous a 
montré une équation (1) dont les coefficients sont des fonctions 
uniformes affectées d’une ligne singuliére, et dont Vintégrale géné- 
fale yao ey, x) est une fonction transcendante de y®, bien 
que chaque intégrale particuliére y (2) soit une fonction uniforme 
ou a deux branches (selon la valeur dey). 

Plus généralement, posons-nous la question précédente en ad- 
mettant seulement que chaque intégrale acquiert au plus 
n branches autour des points eritiques mobiles. L’exemple du 
numéro 17 nous montre que la réponse est négative, méme dans 
un cas ot les coefficients de P et Q sont des fonctions de x n’ayant 
que ¢rovs points singuliers (mais une infinité de branches). 

Mais restreignons-nous au cas o& P et Q sont aussi des poly- 
nomes en x et ou y(x) admet n branches au plus. Quelle est 
alors la réponse a la question posée? 

Traitons d’abord le cas de n= 2. 


19. Cas ou les intégrales v(x) ont deux branches au plus (*). 
— Soit Q,(¥7, 2) un des polynomes qui sont en facteur dans Q 
(polynome qui se confond avec Q lui-méme si Q est irréductible ) 
et soit = 2, y = 8 un point de la courbe algébrique 


(2) Qi (8, 4) =0. 


Sia est une valeur quelconque distincte des §, Vintégrale y (x) 
qui, pour 7 =a est égale a 8,.admet 2 = comme point critique 
algébrique autour duquel deux branches »,, v2 de v(x) se per- 
mutent : les combinaisons v¥,+ 7 et vy, n'ont qu'une seule 
valeur quels que soient x et le point (2, 8) de la courbe (2); 
autrement dit, les fonctions 


M+ p2= (2, a, B), V4 Va (HBB) 


: : i : s : 
sont des fonctions uniformes de x et du point analytique a, 3, et 
ces fonctions ne peuvent admettre comme points singuliers trans- 


(1) Nous admettons qu’une intégrale particuliére, au moins, a deux branches ; 
sinon l’équation serait une équation de Riccati. 
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cendants que les valeurs x = § dans le champ des x et les va- 
leurs «= dans le champ des «. La fonction y vérifie ’équation 


) yrt+ (aw, %, B)y + ~(2, 4, 8) =o. 


Supposons d’abord que 4 et 7 ne soient pas tous deux rationnels 
en 2, 9, et soit a = € un point transcendant de 4 (ou de y); si lon 
pose a —€= 2’, y étant un entier BOERS est rationnel en ¢ 
pour ¢ voisin He zéro, et les fonctions 4 et y de (x, ¢) sont uni- 
formes en ¢ pour ¢ voisin de zéro; ¢= 0 est done un point singu- 
lier essentiel (au sens de Weierstrass) de 4 (ou de 7). 

Or y(x) vérifie la relation 


(4) 2+ U(a, t)y + y(w, t)=0, 


et d’aprés un théoréme aujourd’hui bien établi ('), si dans cette 


relation (od w a recu une valeur numérique x°), je donne a y une 
valeur arbitraire vy’, l’équation en ¢ ainsi obtenue admet une infi- 
nité de racines, sott tj, voisines det= 0, sauf pour quatre valeurs 
au plus de y. L’intégrale v(x), définie par 2°, vy, admet done 
une infinité de points critiques mobiles # = « = Fo t%, sauf peut- 
étre pour quatre valeurs de ie. 

Supposons maintenant que et y soient rationnels en a. Il est 
évident que y est une fonction algébrique de y®. D’ailleurs, lin- 


tégrale y (a) définie par x°, y® a deux valeurs, 4 moins que toutes 
les racines « définies par 


(5) (y9)®?-+ U(x, a, B) v9 + x(a, 2,8) =0, Qila, B)=o 


soient confondues avec des valeurs &. 
Soit 7 le nombre des points § (en y comprenant éventuelle- 


(1) Le théoréme général auquel je fais allusion est le suivant : Si dans la relation 
(E) we A, i (t)y"t+...+ Ay(t)=0, 
les A, sont uniformes pour ¢ voisin de zéro et admettent ¢=vo comme point 


essentiel isolé, ’équation (E) en ¢ admet une infinité de racines voisines de zéro, 
sauf pour 27 valeurs au plus de y. 
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ment § =o): comme Q(8, a) est au plus de degré g en §, le nombre 
de valeurs de y® correspondant d’aprés (5) aux 7 valeurs « =, 
est au plus de amr. D’ot ce théoreme : 


THtorEMeE. — Quand les intégrales y(x) @une équation (qui 
nest pas une equation de Riccati) 


Gen Ear) 
nal ae eae 

@) de Q(y,@) (P et Q polynomes en az, y) 

sont des fonctions a deux branches au plus, elles ont rourns 


deux branches ssu¥ PEUT-ETRE UN NOMBRE FINI D’ENTRE BLLES (9) 


Liintégrale générale y = 9(z, y°, 2°) est, par suite, une fonc- 
tion algébrique de y®; on est ramené au cas des numéros 7 et 8. 


20. La démonstration s’étend d’elle-méme au cas oti les coeffi- 
cients aj(2), b:(x) de P et de Q sont des fonctions uniformes de x 
admettant au moins wn point singulier essentiel isolé (?). D’autre 
part, quand ces coefficients admettent une ligne singuliére, l’in- 
tégrale générale y(z) peut étre une fonction a deux branches au 
plus, et en méme temps une fonction transcendante de y?. Le seul 
cas qui reste douteux est celui ot les coefficients a;(x), 6;(x) sont 
des fonctions uniformes admettant un ensemble parfait et nulle 
part continu de points singuliers. 


21. Supposons maintenant que les intégrales v(x) de (1) ac- 
quierent au plus deux branches autour des points critiques 
mobiles. En raisonnant comme au numéro 19, on voit que les 


(*) Ce nombre est au plus égal a 4 a moins que les points critiques de chaque 
intégrale y(a@) ne soient en nombre /int. 

(7) Jentends par la qu’un tel point est point essentiel isolé d’au moins un des 
coefficients a;, 6,, et qu’il est, pour les autres, point essentiel isolé, pole ou point 
régulier. Soit — un tel point: y(z) vérifie une équation de la forme (3), et en 
éliminant $8 entre les équations (2) et (3), on forme une relation de la forme 


Be WAC EO) Yet act y (cE gL) (tO, 


ou a =€ est point essentiel isolé des fonctions A; uniformes en a. Laissons a & 
une valeur numérique : l’équation en a a une infinité de racines voisines de a, 
sauf pour g valeurs au plus de y. 
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combinaisons 7, + y2= (2, 4, 8), viv2=¥,(@, 4, B) sont des 


fonctions de x n’ayant que des singularités polaires en dehors des 

points 7—* ce sont, par suite, des fonctions du point analy- 

tique (a, 3), c’est-a-dire de z, qui dans le champ des & ont toutes 
| RP)» q 

leurs singularités non polaires fixes; ces singularités sont, ou les 

points critiques de 8(«), ou les valeurs «=; les singularités 

5) 


Il suit de lA qu’on peut imaginer dans le plan des x une infinité 
q | S 


transcendantes font parties nécessairement des valeurs % = 


dénombrable de cheminsLallant de x? en x, indépendants de la 
constante a, et tels qu’on obtienne ¢outes les valeurs de b(ax) et 


de (a) en partant de x avec une branche arbitrairement choisie, 


et en allant en x sur les divers chemins L. Soit 4, et 4. deux 
branches de 4(x) correspondant aux chemins L,, Ly; si pour une 
certaine valeur de a, 4, et 4, se confondent, cette valeur satisfait 


4 la condition 4,(z, #, 8)= bo (a, a, %), eL une remarque ana- 
logue s’applique a la fonction y. Supposons maintenant que chaque 
intégrale y(x) acquiére dans tout le plan des x un nombre fini de 
valeurs. Il résulte des remarques précédentes que ce nombre est le 
méme quelle que soit Vintégrale considérée, sauf peut-étre pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable (?). Par 
conséquent, on est ramené au cas étudié dans le numéro 7. L’in- 


(1) En général, ces valeurs a = & sont des singularités transcendantes de v et 
de 7. Considérons, par exemple, l’équation 


EE sass) 
a et a) 
ay a 
dont l’intégrale générale est 
(= oy 
yrae\s—e)_—1, (2 =0): 


un des points & est lorigine et « =o est un point essentiel de 


i) 


Il 


Vi Nr. = 7 (4, %) 
Méme remarque sur l’exemple 
y= logx — loga. 
(*) En effet, chaque équation 
H(z, a, 8) = (a, a, 8) [avec Q (a, 8) =o] 


ne définit qu’un ensemble dénombrable de valeurs «. Une infinité dénombrable de 
telies équations ne saurait définir qu’un ensemble dénombrable de valeurs a. 
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tégrale générale y(a, y?, az) est une fonction aleébrique de y°®. 
De plus, cette intégrale peut se mettre sous la forme 


Jo Bs (Ge) et. SAG (ae, oy + Ay(e, a) =o, 


m désignant un certain entier, et les A; des fonctions uniformes 
de x» et de x qui ne peuvent admettre comme singularités non po- 
laires que les points z= eta=&. 

Si les Aj ne sont pas tous rationnels en ~, il ne peut y avoir plus 
de 2m intégrales y(2) ayant tous leurs points critiques confondus 
avec les points §. 

Le ratsonnement s’étend de lui-méme au cas ot les coeffi- 
cients aj(.), b;(.2) de P et Q seraient algébriques (et non ration- 
nels en 2). Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : 


Tutoreme. — Quand chaque intégrale y(x2) d’une équation 
|B ie age 5 rs 
oy! oes (P et Q polynomes en y algébriques en 7) 


n’a qu'un nombre fini de branches et acquiert au plus deux 
valeurs autour des points critiques mobiles, Vinlégrale gé- 
nérale y(ax, vy, 2°) est une fonction algébrique de y°, et il 
nexiste quun nembre fini dintégrales ayant tous leurs points 
erttiques confondus avec les points fixes §. 


+ 


Enfin la démonstration s’applique encore au cas ot les coeffi- 
cients «;(z), b;(x) de P et Q sont des fonctions transcendantes a 
un nombre fini de branches admettant au moins un point singulier 
essentiel isolé ('). 

Cette démonstration peut-elle sétendre au cas oti le nombre 
maximu:a n des branches permutables autour des points critiques 
mobiles déyasse 2? Pour qu'il en fut ainsi (*), il faudrait au préa- 
lable avoir démontré le théoréme suivant : 


(1) Ventends par 1a qu’un tel point, soit 2 = &, n’est pour aucun des coefficients 
a,, 6, un point limite de points singuliers transcendants et qu il est point trans- 
cendant pour un au moins de ces coefficients. 

(2) Si nm est > 2, mais si Q renferme en facteur un polynome a la puissance 
(m—1), soit [Q,(y%, 2)]"—“, les raisonnements du n° 19 et du n° 24 s’appliguent 
sans modifications. 
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Tutoréme A (?). —— St dans la relation 
ym + Am=1(b) ym +. ATT) Y A(t) = 0 


les A; sont des fonctions uniformes det n’ayant qwun nombre 
fini de points essentiels, les points singuliers transcendants de 
la fonction t(y) ainsi définie forment nécessairement un en- 
semble dénombrable. 


Bien que cetle proposition ne soit pas douteuse, elle n'est pas 
encore démontrée rigoureusement, méme dans le cas ot ¢(y) est 
Vinverse d’une fonction entiére y(¢). 

Je vais indiquer briévement une autre méthode pour étudier le 
cas de n quelconque. 


22. Propriétés des équations dont les intégrales y(x) ont au 
plus n branches. — Supposons que les intégrales y(x) de l’équation 


(1) - — —s (P, Q polynomes en a, v) 

alent au plus mv branches, et que le nombre maximum de ces 
branches permutables autour des points critiques mobiles soit 
yiySr). 

Appelons intégrales exceptionnelles d’espéce im les intégrales 
qui acquiérent moins de y branches autour des points critiques 
mobiles ('). Si une intégrale y(a) définie par x°, y® n’est pas 
excepuonnelle d’espéce ¢,, le raisonnement du n° 7 montre que 
les combinaisons symétriques des vy branches permutables autour 
des points critiques mobiles sont des foncuons méromorphes de y° 
pour la valeur y® considérée. 

Appelons intégrales exceptionnelles d’espéce tr les intégrales 
qui ont moins de 7 branches distinctes (?). Si une intégrale définie 
par x, y° n’est pas exceptionnelle despece ¢7, les combinaisons 
symétriques de ses x branches sont des fonctions méromorphes 
de y® pour la valeur y° considérée (n° 5). 

Supposons maintenant qu'une intégrale, soit Y(z), définie par 


L= x, y = b, soit exceptionnelle a la fois des deux espéces ¢,, 


Liindice m rappelle le role des points critiques mobiles. 
L’indice f rappelle le réle des points critiques fixes. 


(*) 
(@) 
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etzy. Il peut se faire quil existe n chemins inpirENDANTS DEY? 
allant de 2° en x et tels que, pour v? queleonque mais voisin de 6, 
y(x, 7, 2°) acquiére rn valeurs distinctes sur ces n chemins. Quand 
il en est ainsi, le raisonnement du n° 5 montre que les combi- 
naisons symétriques des n branches de y( 2, y%, x?) sont méro- 
morphes pour y° = b. Ce cas se présente si Y (2) est une fonction 
ny Le 


’——=n' branches (7 étant un certain diviseur de 7) et si les 
n branches de y(z, 7°, x) se confondent, par nr’ groupes de 7, 
avec les n’ branches de Y(2) pour y® tendant vers 6 ('). 

Nous dirons, dans ce cas, que lintégrale Y(x) est A apparence 
exceptionnelle, et nous convenons d’appeler intégrale réellement 

xceptionnelle toute intégrale a la fois exceptionnelle d’espéce tn 
et d’espéce ty et telle de plus que la condition précédente ne soit 
pas remplie. 

Ceci posé, si les intégrales réellement exceptionnelles forment 
un ensemble dénombrable, le raisonnement du n° 7 montre 
que les combinaisons symétriques des v valeurs d’une intégrale v(x 
permutables autour des points eritiques mobiles sont des fonctions 
rationnelles de )°. 

Tout le probléme est done ramené au suivant : Les tntégrales 
exceplionnelles a la fois d’espéce t,, et d’espece tr peuvent-elles 
former un ensemble non dénombrable? 


23. Singularité de y regardée comme fonction de y®. — 
Admettons que les intégrales exceptionnelles forment un ensemble 
non dénombrable, et soit z= «x, y=c des conditions initiales 
définissant une telle intégrale. L’ensemble & des valeurs c dans le 
champ des y® est, suivant une remarque déja faite (n° 5), un en- 


5 eae “s : eee Sf amar ae 

(1) Si Vintégrale générale de l’équation considérée est y = \/x(xa— C), Vinté- 
grale Y(x) qui correspond a C= o est exceptionnelle d’espéce z,,, mais non d’es- 
péce Z, Si Vintégrale générale est y = Voit C ya, Vintégrale Y(a@) qui cor- 


respond a C =o est exceptionnelle d’espéce i,, mais non d’espéce ¢,,. Enfin, si Pin- 


tégrale est définie par or = Ca, cest-a-dire par y=Cx+\Ca(x —1), 


Vintégrale Y(a) qui correspond 4 C =o est exceptionnelle d’espéce ¢,, et d’es- 
péce ¢;, mais n’est qu’apparemment exceptionnelle. 
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semble fermé. Puisqu’il n’est pas dénombrable, trois hypothéses 
sont possibles : 

Ou bien des aires finies du plan des y® font partie de l’en- 
semble ¢; 

Ou bien aucune aire ne fait partie de ensemble €, mais cet 
ensemble renferme des lignes (j’entends des ensembles parfaits 
bien enchainés ne comprenant aucune aire); 

Ou bien enfin aucun ensemble continu bien enchainé ne fait 
partie de €. 

Dans les deux premiers cas, il existe au moins une ligne (au 
sens de Cantor), soit L, qui fait tout entiére partie de , et dont 
chaque point a dans son voisinage des points n’appartenant pas 
a €. Montrons que la chose est imposstble. 

Pour plus de simplicité, je me limiterai au cas ot n= 2 (l’équa- 
lion n’étant pas une équation de Riccati). Dans ces conditions, 
une intégrale au moins, soit Y(a), acquiert ses deux valeurs 
autour d’un point x distinct des points €, et par suite toutes les inté- 
grales y(x2) voisines de Y(xv) ont au moins un point criuque mo- 
bile autour duquel les deux branches de y(a) se permutent. 

24. Démonstration d'un lemme. — Si y® n’appartient pas a €, 
a cette valeur correspond au moins un point critique mobile 7 = a 


Fig. 1. 


S0 
de y(x), point distinct des € et ot y prend la valeur 8 (finie ou 
infinie) satisfaisant a la relation 
(2) Q(B, 2) =0. 
Il est loisible de faire en sorte que 7 = ne fasse pas partie des 
points §; posons alors 
ep = (a— §,)(a—&e)...(a —€%), 


k étant le nombre des points §. La quantité ¢, pour chaque valeur 


de y® non comprise dans ¢, a au moins une valeur différente de 
zéro; j appelle r(y°) la limite supérveure des modules des diverses 
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valeurs de 9 correspondant a y° ('). Je dis que r tend vers zéro 
quand y® tend vers un point c de & et en particulier vers un 
point quelconque de L. . 

En effet, supposons qu il en soit autrement. D’aprés une propo- 
sition aujourd’hui classique de la théorie des limites, il existerait 


au moins une valeur w= 2, (7) distincte des valeurs § et telle que 
pour des (*) valeurs y°® tendant vers c, % tende vers °, & tendant 


par suite vers une des ¢ valeurs y¥, définies par (*) 
Oko, Br) = 0. 


Le couple (2,, v;) n’annule pas P(y, 2), puisque xz, n’est pas un 
point €. L’intégrale Y(a) délinie par (vz =.2,, y= y,) est une 


intégrale & deux branches Y,, Y2, permutables autour du point 


2 = 2,. Quand y° tend vers c, lintégrale y(z, y®, x ) bien définie 
pour x voisin de xz tend vers une des deux fonctions ea) 
ou Y.(z), et par suite lintégrale y (x, ¢, x° ) se confond avec Y (ays 
La valeur ¢ ne ferait done point partie de ensemble €. 

25. Le lemme précédent entraine cette conséquence qu'une 
ligne telle que L ne sauratt exister. 

En effet, considérons dans le plan des y® un point P ne faisant 
pas partie de € et voisin de L, tel que: 1° deux certaines droites MA, 
MB issues de M et faisant un angle de 120° rencontrent Len dcux 
points A et B éqguidistants de M; 2° un ensemble continu appar- 
tenant a L et joignant A, B reste a une distance de M moindre 
qu'une quanuteé finie /. Il est loisible d’admettre que M est lorigine. 
Soient maintenant €, et €, les deux ensembles qui se déduisent de 
Vensemble € en le faisant tourner autour de M de 120° et de 240°, 
et &’ Vensemble formé par Ja réunion de €, €,, €2. Appelons D !e 
domaine de tous les points y® qu’on peut atteindre en partant de M 


sans rencontrer aucun point de ¢’; ce domaine comprend M a son 


(1) rest-++ si une valeur de « correspondant a y° est infinie. 


(2) a, pourrait étre +o, mais en changeant z en 


on raménerait x, a 
“+a 
distance finie. 
(2) Mais non pas nécessairement pour toutes les valeurs y" voisines de c. 
(*) Lest loisible de supposer (moyennant un changement homographique sur y ) 


que g = p — 2, et que Q(7,;, Z,) est bien de degré g en y. 
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intérieur; il est intérieur & un angle de centre M et de rayon J; il 
est donc limité par une ligne fermée, soit 4. Ceci posé, ¢ désignant 


21 OT Ae ; ; 
cos — +-7@sin —; considérons |’expression 
a o 
o(y°) = p(y?) e(ey?) o(e?y®). 


Cette fonction peut avoir une infinité de déterminations; appe- 
lons s(y°) la limite supérieure des modules de ces valeurs pour y° 
donné. Si y° fait partie de &’, s(y®) est nul et réciproquement. La 
quantité s(y°) s’annule (+) sur la frontiére 4 de D; elle est diffé- 
rente de zéro en M; appelons S la limite supérieure de s(y°) 
pour y® variant dans D. 

D’aprés un théoréme classique de la théorie des limites, il existe 
au moins un point Q ou y?= b appartenant au domaine D ou a ses 
points frontiéres et tel que, pour des valeurs y® tendant vers 6, le 
module d’une branche, soit ¢,, de s(y®) tende vers S. JI suit de 
la (n° 24) quwil existe dans le champ des x au moins un point, 
soit 2,, distinct des &, et qui jouit de la propriété suivante : pour 
des valeurs de y® tendant vers 6, lintégrale y (a, Ves xo) aun point 
critique # tendant vers 2, et donnant a o(y®) une valeur dont le 
module tend vers 5; la valeur de y correspondant a 2 =a tend 
vers une racine y, de Q(y;, 21) =0. 

Considérons donc l’intégrale 4 deux branches Y(.) définie par 
t= 2), 7 = 7,, une dé ses valeurs pour a — x° coincide néces- 
sairement avec b, La branche de la fonction ¢(y°) qui, pour y° = b, 
correspond a 4= %j, est algébroide finie et différente de zéro pour 
v= 6; mais, d’autre part, son module est égal a 5S et, par suite, 


ona 
[oC y*)| S| 9(8)| 


pour y® yoisin de b, ce qui est impossible (*). 


(*) Dumoment que M a été pris trés voisin de L et / trés petit, la quantité 7 (y") 
est tres voisine de zéro dans le domaine D yoisin de L, et par suite aussi UE Ce Yaa 
r(e?y"), car D se transforme en lui-méme par une rotation de 180° ou de 240° 
autour de M. Comme r(y") s’annule en tout point de U, il en est de méme du 
produit s=r(y°) r(ey?) r(<’y°). Ce produit s’annule donc en tout point de ©’. 
De plus, la limite supérieure de s(y°) dans D est finie (et méme petite). 

(*) Quand une fonction analytique est algébroide pour une valeur de la variable, 
il est impossible que son module soit maximum pour cette valeur. 
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Nous avons done démontré ainsi ce théoreme : 


Tutoremr. — Il est impossible que Vensemble fermé © du 
plan des y" comprenne un ensemble continu. 


La démonstration précédente suppose nm = 2. Elle s’étend moyen- 
nant quelques complications au cas den quelconque. On démontre 
que, quand 9° tend vers un point ¢ de ¢, un point critique mobile 
au moins, soit =a, de y(z, y®, x) tend vers un point 5. On en 
déduit ensuite que ¢ ne peut comprendre d’ensemble continu ('). 


26. Cas ou Vensemble fermé & ne comprend aucun ensemble 
continu. — Considérons une intégrale y(z) an branches, et les 
combinaisons symétriques Ap_»>=2y1, An2=2V1 V2, ... de ces 
n branches. Les expressions A,_,;, Ans, ... sont des fonctions 
uniformes de x et de y°, qui, dans le champ des 2, n’ont pas de 
points transcendants en dehors des points § et dans le champ des y® 
n'ont pas de points transcendants en dehors de l'ensemble discon- 
uu €. 


Les fonctions y(2) vérifient la relation 
(3) y+ An-a(a, ¥9, 2°) yP71+...4+Ao(w, 7%, 29) = 0. 
Inversement, ona 


(4) (y?)e+ An—-1 (x, SE x) (yo)? Ao(x, y, v)=0. 


Si les coefficients A;(x, y®, az) admettent dans le champ des y?® 
un point transcendant isolé, ce point est un point essentiel de 
Weierstrass, et nous savons (n° 5) que les deux équations (3) 
et (4) ne peuvent avoir lieu simultanément. 

Done, les A; sont ou des fonctions rationnelles en y°, ou des 
fonctions admettant un ensemble parfait et partout discontinu 
de points transcendants. 

Je dis que, dans ce dernier cas, aucun des coefficients Aj(y) ne 
peut étre indéterminé dans le voisinage d’un point singu- 
hery? = ¢. 

En effet, s'il en est autrement, une racine au moins de (3), 


soit y= y, (x, v9, z) est indéterminée quand y° tend vers c. Or, 


(') Voir la thése de M. Zoretti (Journal de Mathématiques, 1906). 
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considérons les valeurs au point x de toutes les intégrales y (2) 
réellement exceptionnelles. Ces valeurs forment dans le plan des y, 
un ensemble soit ¢.,, partout discontinu. Siy,(a#, y%, 2°) est in- 
déterminé quand y® tend versc, il existe, en dehors del’ensemble Cz, 
une valeur Y vers laquelle (1) tend y(x, y°, 2°) pour pgs valeurs 
de 7° tendant vers c. Or, lintégrale y(2) défime par x=a2, 
y=Y-+e (ce étant nul ou petit), a pour # = x° n valeurs véri- 
fiant (4) et distinctes de c; pour certaines valeurs de «, elle devrait 
en avoir une (m-—+ 1)*™ trés voisine de c, ce qui est impossible. 
En conséquence, si les Aj( x, y°, 2°) admettent un ensemble 
parfait partout discontinu de points transcendants v° = c, chaque 
fonction A; est ou continue ou infinie pour y°=—c et, dans ce 
J I ’ 
1 ; 
— est continu pour vy? = 
Ay hogs 
Or, de telles fonctions ne peuvent exister si on admet le théo- 


dernier cas, 


reme suivant : 


Tatoreme B. — Une fonction untforme, continue dans une 
aire D, et qui est holomorphe dans cette aire sauf peut-élre 
pour un ensemble parfait partout discontinu de points singu- 
liers, est holomorphe dans toute laire. 


Ce théoreme a été démontré par M. Zoretti dans sa thése. Toute- 
fois, sa démonstration préte a certaines critiques. Il serait trés 
intéressant que le théoréme B fit mis hors de toute discussion. 

Ce théoréme une fois admis, nous aboutissons a la conclusion 


suivante : 
Quand les intégrales y(a) d'une équation 


(1) dy — RO x ) 
ae” OZ) 


(P, Q polynomes en y, a) 


: I) is las Aue Ay , . 
ont n branches au plus, Vintégrale générale y(a, y®, £9) est 
une fonction rationnelle de y°. 


La démonstration s’étend sans peine au cas ou les coeffi- 


(1) Il en existe méme une infinité formant un ensemble continu. 
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cients a;(x), b:(a) des polynomes P et Q en y sont des fonctions 
transcendantes de 2 a un nombre fini de branches, qui n’admettent 


qu'un ensemble dénombrable de points singuliers. 


27. Conclusions sur les équations dont les intégrales a ae) 
ont n branches au plus. — Des deux méthodes que nous venons 
Vindiquer (') pour traiter la question posée, la premiére 
résout complétement la question dans le cas de n = 2, mais pour 
étre Glendue au cas de n quelconque elle exigerait la démon- 
stration préalable d'un théoréme de la théorie des fonctions, a 
savoir le théoreéme A du n° 21, théoreéme qui, dans le cas le 
plus simple, exprime que la fonction x(y) inverse d’une fonction 
enticre y(xv) ne saurat présenter dans le champ des y qu’un 
ensemble dénombrable de points singuliers transcendants. 

La seconde méthode s’applique d’elle-méme au cas de 2 quel- 


(1) On pourrait suivre une troisiéme méthode dont le principe est le suivant : 
quand y® tend vers une des valeurs exceptionnelles c, un point critique mo- 
bile a—=a tend vers un point &, soit =o, la valeur correspondante de y, a 
savoir 8 = y(a, »°, 2), tendant vers une des valeurs, soit y =o, définie par 
Q(a, 8) =o. Supposons que 2 ne soit pas en facteur dans Q(z, y) (pour 
y arbitraire) : le couple e=6, y=o doit annuler non seulement Q, mais P; 


? 
autrement, l’équation (1) serait réguliére pour z=0, y =o et le raisonne- 


: : Pale ) 
ment du n° 24 s’appliquerait. La reagiieusy eet donc de la forme = pour i= 0, 


y =o. Admettons maintenant que nous soyons dans un cas ou lintégrale peut se 
mettre sous la forme 


(e) SE ge Ne MAE a eRe (C = const. arbitraire), 


X, Y désignant deux fonctions holomorphes a Porigine 2 = 0, y = 0, et les deux 
courbes X = 0, Y = 0 ayant lorigine pour point simple commun. Par hypothése, 
les intégrales y(z) étant des fonctions a n branches au plus, on voit aussitot que 
la constante numérique s doit étre réelle et commensurable ( positive ou négatiye). 
Pour une certaine valeur de CG (correspondant a a@ = x, Nairn c), la courbe (e) 
doit se décomposer : or cela n’est possible, si s est positif, que pour C =o. 
Si s est négatif, soit s =— f, cela n’est possible que pour C=o et C= 

pour C =o, par exemple, & branches d’intégrale y(a) viennent se confondre 
avec la courbe X = 0. La méthode consisterait a étendre ces résultats a toutes les 
singularités d'une équation (1), si compliquées qu’elles fussent. Autrement dit, 
il faudrait démontrer que, parmi toutes les branches d’intégrales y= f(@) qui 
existent pour x voisin de &, celles qui correspondent a des courbes intégrales dé- 
composées ou confondues sont en nombre fini, ou du moins sont dénombrables. 


12 
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conque, mais elle suppose un autre théoreme de la théorie des 
fonctions, a savoir le théoreme de M. Zoretti sur les fonctions 
uniformes admettant un ensemble parfait discontinu de points sin- 
culiers transcendants (théoreme B du n° 26). Elle serait pleinement 
satisfaisante si ce théoréme était établi d’une facon irréprochable. 
Il est intéressant de constater le rdle essentiel que Jouent deux 
propositions d’apparence abstraite et générale de la théorie des 
fonctions dans un probléme aussi naturel et simple que celui-ci. 


Etudier les propriétés des intégrales y(a) d’une équation 
différentielle algébrique du premier ordreet du premier degre, 
quand ces intégrales sont des fonctions a n branches au plus. 


28. Les considérauons précédentes démontrent dans le cas 
de n = 2 et mettent hors de doute dans le cas de n quelconque, 
ce fait que lintégrale générale d’une telle équation dépend algébri- 
quement de la constante vy? ('). 

Posons-nous maintenant la question suivante : 


Quand chaque intégrale y(x) d’une équation 


dy UA @) 1 ; 
(1) aa Qian (P, Q polynomes en y, x) 


acqutert au plus n valeurs autour des points critiques mobiles, 
Uintégrale générale est-elle une fonction algébrique de y°® (?)? 


(1!) Remarquons que, cette question une fois résolue, une autre queslion se 
dose encore : 


¥ 


Eaiste-t-il des équations (1) dont chaque intégrale a un nombre fini de 
valeurs, sans que ce nombre admette une limite supérieure? 


Tous les raisonnements précédents supposent, en effet, ce nombre au plus égal 
an. Bien que l’existence de telles équations soit tout a fait invraisemblable, la 
question demanderait a étre tranchée rigoureusement. 

(7) Adoptons, pour un instant, la définition proposée au n° 13: tragons a partir 
de chaque point § des demi-droites (coupures) sans point commun, et supposons 
que lintégrale y(a@) acquiére au plus n valeurs quand & varie sans franchir ces 
coupures. L’intégrale générale y(a) est-elle nécessairement une fonction algé— 
brique de y°? La réponse est alors surement négative, comme le montre l’exemple 
du n° 13, ol y acquiert deux déterminations ou une scule suivant que 7” est inté- 
rieure ou non a une cerlaine aire. 
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Bien que la réponse doive bien vraisemblablement étre affirma- 
tive, une méthode trés différente de celles des n° 21 ou 26 sera 
nécessaire pour résoudre Ja question. En effet, d’une part, la 
méthode du n°’ 21, dans le cas de n= 2, nous montre seule- 
ment que + ¥%»2 et y;%2 sont des fonctions de x a points cri- 
liques fixes mais qui admettent ici une infinité de branches. 
D’autre part, la méthode des n° 24-26 s’appuie sur ce fait que 
quand Vintégrale y(2z, 7°, xo) tend vers une intégrale excepuion- 
nelle y( 2, ¢, a2), un point critique mobile au moins, soit 2 =z, 
tend vers un point §. Or, quand les intégrales y(x) admettent une 
infinité de branches, il peut se faire qu'un point critique mo- 
bile 2 =a devienne indéterminé quand yy tend vers c. C’est ce 


) 2 3 aS f , r f a 
que montre l’exemple y/ = — >” dont Vintégrale générale définie 


x 
par 2°=1, y= JY, est 


ig: et 
vi+y73 log’ 


pour y® =o, y(#) acquiert deux valeurs autour du point critique 


| 
. —7 oe ee : 
mobile z =e ”*; pour y°= 0, v(x) se réduit a vy = 0, et le point 
1 
Coutine 2 ¢ Yi est completement indéterminé. quand y°® tend 


vers zéro. 


29. Si les coefficients a;(x), b;(x) des polynomes P et Q en vy 
ne sont non plus rationnels mais sont des fonctions de # a un 
nombre fini de branches admettant un ensemble dénombrable de 
points transcendants, les méthodes des n° 21-26 s’appliquent 
encore ainsi que leurs conclusions. Mais si_les coefficients sont des 
fonctions analytiques quelconques, la réponse aux questions des 
n°’ 27 et 28 est négative. 


QUELQUES PROBLEMES GENERAUX RELATIFS AUX EQUATIONS 
DU PREMIER ORDRE. 


30. Sur la fonction y(2, y°, x). — Considérons une équa- 
tion (1) ou P et Q sont des polynomes en y dont les coefficients 


sont des fonctions uniformes dex. Soient z° et z deux valeurs nu- 
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mériques, distinctes des valeurs eyeLey = o(a, vy, x) Vintégrale 
définie par les conditions initiales 2 = x, y= y°. Laissant a x la 
valeur numérique x, prolongeons analytiquement cette fonction 
dans tout le champ des y°. Les différentes branches de cette fonc- 
tion représentent, pour y® donné, une branche d’une inté- 


erale y(a) de (1); appelons ¢,(2, y°, x) celle des branches qui 


pour 2 = — x se réduit a y°; les autres branches, pour # = 2°, 


prennent les valeurs 
o2(9, v0, 2) = te(¥), 93 (@, y®, 2) = 5( y?), 


Toutes ces branches s(x, we, ee. 03( 2, y?, 29) se déduisent 
de la branche 9 (az, y®, 29) en y remplacant y® pour te(y°), 
b;(y°), etc. On peut toujours définir la branche 9,(2, y°, 2°) de 
facon qu’elle soit algébroide pour toute valeur de y°, finie ou non. 
: | 5 Ae 
Toutes les autres branches seront également algébroides pour 
a. ipl \ire (AVS GY. Ga iverses exprescions w ; | 770 
toute valeur de y®, si les diverses expressions 4.(y°), U3(y°), 
sont elles-mémes algébroides pour toute valeur de y®; mais 
si to(y°), par exemple, admet une valeur y= c comme singula- 
rité transcendante, la fonction 9, ( 2, y°, z° ) admettra aussi cette 
singularité ranscendante y° = c¢ pour « quelconque. ; 
Considérons les diverses branches d’une intégrale y(a) qui se 
‘ ,de 1 can) fT S 7 _ . ‘ 0 0 
permutentautour des points critiques mobiles, etsolenty/?,y7" Ve 
les valeurs que prennent en x° ces diverses branches. Ces branches, 
dans tous les cas, correspondent 4 autant de déterminations de la 
fonction (a, y®, x); mais il peut se faire qu’edles n’épuisent 
pas toutes les déterminations de cette fonction. Crest ainsi que 
dans exemple du n° 16, la fonction o(2, y°, x0) a une infinité de 
branches, bien que chaque intégrale y () soit une fonction a deux 
branches au plus. Insistons sur ce cas remarquable. 


31. Intégrales exceptionnelles. — Soit Y (x) Vintégrale définie 

- ee , fe ager . . 
par = 2°, y=b; Vintégrale y(x, y°, x°) pour y® voisin de b, 
acquiert, quand 2 tourne autour des points critiques mobiles, des 
E het TE rat ee ee , Saar Ome) > we ys 
valeurs qui pour % = x sont égales ay?, v§,.... Supposons qu’il 


existe un ensemble dénombrable de contours fermés, partant de «° 
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pour y revenir, indépendants de y° et tels, que pour toutes les 
valeurs y® voisines de b, y( x, ¥°, 2°) acquiert, apres avoir par- 
couru ces contours, towles les valeurs y!, vy}, .... Quand il en 
est ainsi, vi, 3, ... sont des fonctions de ¥® algébroides 
pour vy? = 6. Quand il n’en est pas ainsi, nous dirons que l’inté- 
erale Y(2) = y(a, b, x”) est une intégrale exceptionnelle I. 

Liintégrale Y(x) égale ab pour x = x° acquiert en 2°, quand 
x varie dans son plan sans tourner autour des points fixes &, les 
CLG Gale Gaia pour y® voisin de b, on peut établir entre 


ces valeurs et les valeurs analogues y?, y$, ..., de 


yz, 7, ©), 


une correspondance univoque, telle que yj tende vers Y° quand 
y® tend vers b, Y n'est sirement pas une intégrale exceptionnelle I. 
La méme conclusion s’applique si l’on considére toutes les déter- 
minations de Y(z) et de y(a), quand z varie arbitrairement, et 
si ’on peut établir entre ces déterminations une correspondance 
univogue jouissant de la méme propriété. 

Il suit de la que Y(z) ou y(2, b, x°) ne peut étre une intégrale 
singuliére I sans qu'il existe des permutations évanoutssantes 
pour y° tendant vers 4; autrement dit, Pintégrale y (2, x, x), en 
outre des branches qui tendent univoquement vers celles de Y (2) 
pour y° tendant vers 6, possede au moins une autre branche, 
soit (a), se permutant avec les précédentes autour d’un point 
critique mobile, et cette permutation s’évanouit (') pour y°= bd. 


(') La branche s(z), quand y® tend vers 6, ou bien tend vers une intégrale 
Z(z) qui n’est pas une branche de Y(a@), ou bien ne tend vers aucune limite, 
ou bien tend vers la méme branche de Y(z) qu’une autre branche de y(2) déja 


Ve a) 
x 


considérée. Par exemple, si l'integrale générale est const.= Y" (7/2), 


(pour a =1), l’intégrale y = 0 est exceptionnelle, et quand y* tend vers zéro, la 
seconde branche de y(z) tend vers y = 2. Dans l’exemple du n° 4 ot l’on change y 


1 cae Pe 
1 Ae: Aas —- ey = Deets 
en —> l’intégrale générale est ye y= “——, (a= 1); Pintégrale vy =o est 
y 


exceptionnelle; pour y" voisin de zéro, la branche de y(a@) qui est égalea y 


2) 
: 1— — 

pour & =1, se permute avec une branche z(2) autour du point 2 =— Fes ve 
et quand »° tend vers zéro, <(@) ne tend vers aucune limite déterminée. Enfin, 
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Considérons dans le plan des y®, tous les points y°=c tels que 
Vintégrale y (2, c, x) soit une intégrale exceptionnelle 1. On voit 
© . . . 
bien aisément (comme au n° 5) que l’ensemble E de points ¢ ainsi 
défini est un ensemble fermé. 
. jaca a Px . ? 

Quand la fonction y = o(a, y®, x) posséde d’autres branches 
que celles qui correspondent aux déterminations de la méme inté- 
erale v(x), permutables autour des points critiques mobiles, l’en- 
semble E comprend strement une ligne, soit L, qui jouit de la pro- 
priété suivante : . 

Une certaine branche de la fonction y = 9(2, y°, x°) prolon- 
eeable a travers cette ligne L représente d’un cété de L une inté- 


erale v(x) dont une détermination est égale a y® pour z= 2°, et 
sur L et de l’autre cété de L une intégrale dont aucune branche 


n'est égale a y® pour #2 = L. 

C’est ce qui a lieu dans exemple du n° 16: Vintégrale géné- 
rale y(x) est une fonction a deux ou a une branche suivant que vy? 
est intérieur ou non a une certaine aire D’ du plan des y°. La fron- 
tiére de D/ est une ligne L qui jouit précisément de la propriété 
énoncée ('). 


32. L’exemple du n° 17 nous montre que des circonstances ana- 
logues peuvent se présenter quand les coefficients a;(z), b:(x) des 
polynomes P, Q en y sont des fonctions a une infinité de valeurs, 
mais n’ayant qu'un nombre fini de points singuliers. 

Mais supposons maintenant que P et Q soient des polynomes en 
x, y; est-il possible que les mémes circonstances se présentent? 
Autrement dit, les questions qui se posent sont les suivantes : 


A eee ete Ca : 2 , — 
si l’intégrale générale est y? = ~) c’est-a-dire oe = wt (x =1), 
bij 10) Vere evi le 


Pintégrale y =o est exceptionnelle, et quand 7° tend vers zéro, les deux branches 
de y(a, y°) tendent vers y =o. 

(') La définition des intégrales exceptionelles I ne coincide pas tout a fait avec 
la définition des intégrales réellement exceptionnelles I définies au n° 22 dans le cas 
ot les intégrales y(z) ont n valeurs au plus. L’ensemble E des points ¢ corres- 
pondant a la nouvelle définition se compose, dans l’exemple du n° 16, de tous les 
points frontiéres de aire D’, tandis que l'ensemble © des points c correspondant a 
Pancienne définition contient tous les points de D’ et de son contour, Les deux 
ensembles E et € coincident si € ne comprend aucune aire. 
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Sot 
(1) eo) 


ae OGe a) (P, Q polynomes en y, x) 


une équation différentielle algébrique du premier ordre et du 
premier degré, et soit y(x, 9°, 2°) =o(z, y°, x°) Vintégrale 


de cette équation qui, pour x= x", est égale a y°. 


1° Si laissant a w et 2? des valeurs numériques x et x distinctes 
des valeurs §, on prolonge analytiquement la fonction o(z, y°, x°) 
dans le champ des y°, cette fonction acquiert sirement ¢outes les 
délerminations correspondant aux diverses branches de l’inté- 
grale y(x, y°, 2°) qui se permutent quand z varie dans son plan 
sans tourner autour des points fixes E ('). Peut-il arriver que cette 
fonction (x, y, x) posséde d’autres déterminations ? 

2° Les intégrales exceptionnelles | peuvent-elles former un 
ensemble non dénombrable? 


La réponse a ces deux questions est affirmative quand les coef- 
ficients aj(x), b:(a) des polynomes P etQ en y ne sont pas algé- 
briques. Uesttrés vraisemblable qu’elle est négative quand ces coef- 

q 8 { 
ficients sont rationnels ou algébriques : mais une démonstration 
rigoureuse apparait comme tres difficile. Et pourtant c’est la une 
question que l'étude analytique générale des équations (1) ne 
semble guére pouvoir esquiver. 

Remarquons que la seconde question renferme en quelque sorte 
la premiére, en ce sens que si la seconde est résolue par la négative, 
il en est de méme a fortiori de la premiere. 


33. Soient y(z, y°, 2°) l’intégrale générale de(1), et_y(x, c, °) 
une intégrale exceptionnelle [. La valeur y9=c peut étre (mais 
n’est pas nécessairement) un point singulier transcendant d’une 
ou plusieurs branches de la foncuon y= o(a, yee x). Len- 
semble E des points c du plan des y® est toujours fermé; sil est 


(‘) Si on prolonge la fonction 9(z, )", 2’) dans le champ des 2’, on obtient 
stirement toutes les branches de Vintégrale y(z, v’, x) qui se permutent quand 
aw tourne tant autour des points critiques fixes que des points critiques mobiles, 
Mais peut-il en exister d’autres? Dans tous les cas, il est plus simple de prendre 
y* comme constante arbitraire plulot que 2°, 
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dénombrable, l'ensemble dérivé est contenu dans E et est lui-méme 
dénombrable. 
Dans l’exemple du n° 4, I’équation 
Deh ies 
dz ~ a (y +1) 
posséde deux intégrales exceptionnelles I, 4 savoir y = 0 et y == 0. 
La fonction y = 9(2, y°, #°) est définie par la relation 


& 
yey= yer 
AU 


Veo est un, point transcendant d’une infinité de branches de 


o(a, ve x), de méme que y9=. Lorsque y® tend vers zéro, le 
point critique mobile unique «=z de y(x), a savoir 


c= — a eMac. 
Je 
tend vers le point c= qui est un point ; quand y® tend vers 
Vinfini, ce point critique est complétement indéterminé. 

Comment cette derniére circonstance peut-elle se produire? 
Pour des valeurs de y® de module indéfiniment croissant, le point 
critique x = ». tend vers 1 par exemple; l’intégrale y(z), égalea vy? 
pour 2 =, prend done la valeur y= —1 quand on vade va un 
certain point @ voisin de 1 sur un certain chemin L; mais ce che- 
min L, comme on le voit aisément, tourne autour du point critique 
fixe =o un nombre de fois qui croit indéfiniment avec |y®|. Si 
l’on veut que L reste extérieur 4 un cercle de centre = 0 et de 
rayon petit mais donné ¢, la longueur de L croit indéfiniment 
avec |y°|. 

On concoit, d’aprés cela ('), comment la méme circonstance ne 
peut se produire quand le nombre des branches des intégrales y (a) 


est au plus égal 4 un nombre fini n. Nous avons montré (n° 24) 
que, dans ce cas, tout point critique mobile z=, autour duquel 


(*) Si y® tend vers un point ¢ sur un chemin continu, des considéralions ana- 
logues montrent que tout point critique mobile w = « autour duquel se permutent 


deux branches de y(a) qui cessent de permuter pour y,=c, ou bien est indé- 
terminé, ou bien tend yers un point &. 


NOTE. 185 


se permutent deux branches de y(x, v9, 2°) qui cessent de se per- 
muter pour y?= c, tend nécessairement vers un point § quand y° 
tend vers c. 


34. Equations différentielles algébriques de premier ordre. 
— Toutes les conclusions et tous les problémes qui précédent ont 
leurs analogues (') pour les équations 


(1) BO; nes x)= 0, 


ot F est un polynome en y’, y et x. 

En particulier, la proposition générale du n° 1 s’applique a ces 
équations : Sv l’on excepte un nombre fini de points x = E qui 
se déterminent algébriquement sur Céquation, les intégrales 
y(@) de (1) wWadmettent que des points singuliers mobiles, qui 
sont lous algébriques. Seuls les points fixes § peuvent étre des 
points singuliers transcendants. 

Convenons, comme au n° 5, de dire que l’intégrale générale 
de E est une fonction a” branches si chaque intégrale y(2) est 
une fonction a n branches, exception étant faite peut-étre pour 
certaines intégrales formant un ensemble dénombrable. 

Convenons de dire, de méme, que lintégrale générale possede 
n déterminations permutables autour des points critiques mobiles, 
si chaque intégrale y(x) acquiert exactement nr déterminations 
quand 2 varie arbitrairement mais sans tourner (7) autour des 
points £, exception étant faite peut-étre pour certaines intégrales 
formant un ensemble dénombrable. 


Le théortéme qui correspond au théoreme du n° 8 s’énonce ainsi: 


Quand Vintégrale générale acquiert seulement n détermi- 
nations autour des points critiques mobiles (en particulier 
quand cest une fonction a n branches), Vintégrale y(x) de 
V’équation (1) est une fonction algébrique de y", et cette Equa- 


UR ae a en 
lion sintégre algébriquement, ou bien par une transfor 


(1) Voir mes Lecons de Stockholm, p. 46-98, 111-140, 155-172. 
(2) Le sens de cette expression est Je méme qu’au n° 6: le contour fermé C ne 
tourne pas autour du point , si, quand x a parcouru une fois tout le contour C, 


Yargument du vecteur £z reprend la méme valeur, 
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mation 


T= IGS Vayer)) (r rationnel en y’, y algébrique en x), 


se raméne solt &@ une équation de Riccatt 


(11) = = A(x) u2+ B(x)u+C(z2), 


soit a la quadrature 
du 


Mg ee dz, 
aS VU — wu?) (1— ku?) (x) dz 


ou A, B, CG sont algébriques et ou k? désigne une constante. 

De plus, pour n donné, on sait reconnaitre, al’aide d’un nombre 
fini d’opérations rationnelles, si l'intégrale générale de (1) jouit de 
la propriété énoncée, et si oul, on sait effectivement intégrer 
’équation (1) ou la ramener a l’équation de Riccati (IT) ou a la 


quadrature (III). 


35. Proposons-nous le méme probleme sans que n soit donné 
et en écartant le cas ot Péquation (I) s’integre algébriquement. 
Autrement dit, cherchons a reconnaitre si Vintégrale géné- 
rale y(x) de (1) est une fonction TRANSCENDANTE Gui nacquiert 
quwun nombre fint, non ponnt, de valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, ce nombre étant le méme pour chaque intégrale, 
sauf peut-étre pour un ensemble dénombrable d’intégrales 
particulieres. 

La réponse est la suivante : On satt, a l'aide d’un nombre fini 
d’opérations algébriques, reconnaitre sil en est ou non ainsi, 
ou wntégrer léquation par la quadrature de différentielle 
totale 


fou x) (dy — y' dx) = const., 


M désignant une fonction algébrique de (x, vy) et y' la fonc- 
tion algébrique de x, y définie par (1). 
Dans ce dernier cas, pour que |’équation (1) rentre dans la caté- 


gorie étudiée, il faut et il suffit que, x étant quelconque et u dési- 


snhu 


ke 


gnant { M(y, x) dy, une des deux expressions ¢%” ou soit 
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algébrique en y, pour des valeurs convenables des constantes 


¢ ie é d j et 
et k?, On peut dire encore que l’équation oe = M(y) doit définir 


une fonction y(w) aun nombre fini de branches. 


Remarque.— Dans le dernier cas exceptionnel dont nous venons 
de parler, le probléme posé se trouve en fait ramené au méme pro- 
bleme concernant une équation (I) ot x ne figure pas. Le cas 
ol x ne figure pas apparait donc, au point de vue qui nous occupe, 
comme un cas exceptionnellement difficile (') auquel se raménent 
tous les cas ot le probléme posé n’est pas complétement résolu. 

De plus, comme nous l’avons remarqué déja au n° 9, le cas ot 
Péquation s'intégre algébriquement échappe a la méthode; le pro- 
bléme posé est done plus facile.A résoudre quand l’intégrale géné- 
rale est transcendante que quand elle est algébrique. 


36. Enfin, il est impossible de ne pas se demander, comme au 
n° 18, quelle est la nature de Vintégrale de (1) quand chaque 
intégrale y(x) est une fonction an branches sv pius. Pourn=2, 
la méthode du n° 19 montre rigoureusement que y(x) est une 
fonction algébrique de y®, et dés lors les conclusions du n° 34 
s'appliquent; mais pour pouyoir étre étendue au cas de n quel- 
conque, la méthode exigerait la démonstration préalable du théo- 
reme (A) (p. 169). Quant a la méthode des n‘s 23-26, elle peut 
étre appliquée aux équations (1), et elle aboutit aussi a cette con- 
clusion que y(z), dans le cas étudié, est une fonction algébrique 
de y®. Mais elle s’appuie sur le théoréme (B) (p. 176). 

D’une maniére générale, toutes les propositions démontrées 
dans le cas ot y/ entre dans (1) au premier degré, s’étendent sans 
peine au cas ott ce degré est quelconque. 


(1) Le probléme qui consiste 4 reconnaitre si une intégrale abélienne a une ou 
deux périodes renferme en particulier les problémes d’Abel : reconnaitre si linté- 


daz : ; re : ; 
grale i n’a qu’une période. Les solutions partielles 

(2+ A) 42e°—py.t—y; 
données par Tchebycheff et Zolotaref montrent le caractére arithmetique des dif- 
ficultés du probléme, 


FIN. 
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